U  d'/of  OTTAWA 


390030061086-10 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2012  with  funding  from 

University  of  Toronto 


http://archive.org/details/uvrescompltesdau03cauc 


ŒUVRES 


COMPLETES 


D'AUGUSTIN  CAUCHY 


ŒUVRES 


COMPLETES 


D'AUGUSTIN  CAUCHY 


PUBLIEES    SOUS    LA    DIRECTION    SCIENTIFIQUE 


DE  L'ACADEMIE   DES    SCIENCES 


ET    SOUS    LES    AUSPICES 


DE  M.    LE  MINISTRE  DE  L'INSTRUCTION  PUBLIQUE. 


lRE  SÉRIE.  —  TOME  III. 


V 


UiBf 


PARIS, 

GAUTHIER- VILLARS,   IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU    BUREAU      DES     LONGITUDES,     DE     l'ÉCOLE     POLYTECHNIQUE, 

Quai  des  Grands-Augustins,  55. 

MCMXI 


-..■■ 


(3A 

il 


PREMIÈRE  SÉRIE. 


MÉMOIRES,  NOTES  ET  ARTICLES 


EXTRAITS    DES 


RECUEILS  DE  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES 


DE    L'INSTITUT   DE    FRANCE. 


OEuvret  tle  ('.  —  S.  I.  i    III. 


[I 


MÉMOIRES 


EXTHAITS    DES 


MÉMOIRES    DE   L'ACADÉMIE    DES    SCIENCES 


DE    L'INSTITUT    DE    FRANCE. 


MEMOIRE 


LA   THEOIUE    DES   NOMBRES 
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-        (1) 


Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XVIF,  p.  24<j;  1840. 


AVERTISSEMENT    DE    L'AUTEUR 


Le  Mémoire  qu'on  va  lire  est  l'un  des  deux  que  j'ai  présentés  à 
l'Académie  des  Sciences  le  3i  mai  i8'3o.  11  renferme  le  développement 
des  principes  que  j'avais  établis  dans  les  Exercices  de  Mathématiques 
et  surtout  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de  M.  de  Férussac,  pour  l'année 
1829  (2).  Mon  absence,  qui  s'est  prolongée  pendant  8  années,  ayant 
retarde  l'impression  de  ce  Mémoire,  je  le  publie  aujourd'hui  tel  que  je 
le  retrouve  dans  le  manuscrit  présnté  ,  le  h  mai  i83o,  à  l'Académie 
des  Sciences,  ei  paraphé  à  celte  époque  par  le  Secrétaire  perpétuel 
M.  Georges  Cuvier.  Toutefois,  pour  ne  pas  fatiguer  l'attention  du 
lecteur,  je  supprimerai  une  grande  partie  des  numéros  placés  devant 
les  formules  et,  (tour  eclaircir  quelques  passages,  je  joindrai  au  texte 
plusieurs  notes  placées,  les  unes  ;iu  bas  des  pages,  les  autres  à  la  suite 
du  dernier  paragraphe.  Comme  quelques  notes  de  la  première  espèce 
existaient  déjà  dans  le  manuscrit,  afin  qu'on  puisse  facilement  les 
distinguer  des  mites  nouvelles,  je  marquerai  celles-ci,  quand  elles 
seront  placées  au  bas  i\i'>  pages;  par  un  astérisque. 

1  ')  Présenté  à  L'Académie  des  Sciences  le  >i  mai  i83o. 

1  -  1  /  bir  le  Tome  XII  de  ce  Bulletin,  |>.  io5  ut  suiv.  (OEuvres  de  Cauc/n  ,  S.  II. T.  Il  1. 


MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE   DES   NOMBRES. 


Soient 

p  =  nizs  -h  i 

un  nombre  premier; 
n  un  diviseur  de  p  —  i  ; 
0  une  racine  primitive  de 

(i)  X''—  i; 

x  une  racine  primitive  de 
(  2  )  xp-  '  =  i  ; 

t  une  racine  primitive  de 
(3)  ûsp~1=i         (mod.p). 

Alors 

p  =  TCT 

sera  une  racine  primitive  de 

(  4  )  x"  =  i 

et 

/•=^CT        (mod.yo) 

une  racine  primitive  de 

(5)  œ"=\  (raod.p). 
On  aura 

n  CT 

(6)  t"î"  =  -i, 

(7)  i~  =  — i         (mocl./O 
e(  de  plus,  si  n  est  pair, 


P2  =  -., 


i        (  mod.jo  : 
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De  plus,  k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  nous  désignerons  par 

m  —  1  (  k  ) 
le  nombre  m  propre  à  vérifier  la  formule 

k=tm        (mod./>), 

en  sorte  qu'on  aura 

et  nous  poserons 

/  _  j  —  Tmer —  tpI(*) —  p'(*>_ 

Par  suite,  comme  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (7), 


I(-I): 


//rrr 


2 


on  en  conclura 


I  \  CT 


On  aura  d'ailleurs  évidemment 

Soient  maintenant 

et 

(9)  eA^=RA,*eA+*. 

R,  ,„  sera  une  fonction  de  p  de  la  forme 

Ri,,„  =  a04-a-,p  +  a2p2+. . .4-  a^p"-1; 

et,  si  l'on  pose 

A-  =  /»/;        (mod.n), 

on  aura,  en  supposant  m  différent  de  zéro  et  de  r> 

RA,mA=a0-l-a,p/i  -+-  a,pîA-+-. . .+  a„_,p  "-',/' 
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Ci 

i,»  »*.*=ho-«*^i;(5)*(^)*. 

le  signe  V  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  a,  v  comprises 
entre  les  limites  i ,  p  —  i,  et  qui  vérifieront  l'équivalence 

i  -+-  a  -+-  v  =  o         (  mod./)). 
On  aura  d'ailleurs,  en  supposant  /*  différent  de  zéro, 

(h)  eAe_*=  (-i)**/>.      R^_A=_(_1)oAjP> 

et,  en  supposant  A,  /t  ainsi  que  A  4-  k  non  divisibles  par  n, 

(i.n  RA,AR_A  _*  =  />. 

On  trouvera,  au  contraire, 

(i3)  Bai0=R,,a=tI. 

Enfin  l'on  aura 

04)  a04-a,+  a2  +  . .  .  +  a„_,=/>  —  2 

et,  en  supposant  «  pair, 

05)'  a0— a,  +  a2— a3  +  . . .—  a„_,  =  —  (—  1)  2". 

Par  suite,  si  l'on  suppose 

(16)  RA;4=F(p), 
on  trouvera 

(17)  F(p"!)  =  Rfl.*,»*        et        F(p»l)F(p-"f)  =  /;, 
si  le  nombre  m  est  tel  qu'aucune  des  équations 

(l8)  pmh='l,  p»l*=I,  p '»(/!  +  /.■)   —   , 

ne  soit  vérifiée.  On  aura,  au  contraire, 

111,1  |<"  |  n»>  )  =  —  (_  1  ysmh>  usmk 
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si  une  seule  des  équations  (18  )  est  satisfaite,  et 

(20)  F(pm)=p  —  2 

si  les  trois  équations  (18  )  subsistent  simultanément. 

Soient  encore  //,  k,  I  trois  nombres  entiers  propres  à  vérifier  la 
condition 

(21)  /;  +  /i  +  /ho         (mod.n). 

On  aura,  en  supposant  ces  nombres  tous  trois  différents  de  zéro, 

"A-t-A  ^k+l  V)k+l 

et,  par  conséquent, 

(22)  (_l)CrARA)/=  (_  i)**R,,a=(-i)*'R*iA. 

Soit  maintenant  5  une  racine  primitive  de 

(23)  œ"-^  =  1  (mod.n), 
le  nombre  n  étant  supposé  premier,  et  faisons 

(24)  e1e(.ef....e(M  =  ^(p)   o; 

on  aura 

(25)  8,0,.  ©,....  e^-.=rf(p») 


et,  de  plus, 


J(P)  =i(ûsI)  =  ^(p^)  =  ...  =  j(p^-s), 
.- 1  p*  )  =  S(  p*3  )  =  $(  p*s  )=...  —  .f  (  p<"-'  ) . 


Donc  j(p  )  sera  de  la  l'orme 

(26)      S{  p  )  —  c0  -+-  C,  (  G  -4-  p«'  -+-  ps'  H-  .  .  .  -f-  p*""*)  4-  C,{ps  ■+-  ps'  +  ...+■  ps"~'  ) 

(')  Nota.  —  .v  étant  une  racine  primitive  de  la  formule  (23  l,  <m  a 

5"-1—  1  =  0 
s*-1  —  1  ,       .  ,  (mod.n), 


S2— I 


et  c"est  ce  qui  permet  d'établir  la  formule  1  >\  ). 

OF.uvres  de  C.  —  S.  I.   t.   III. 
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ou 

i   -,1  =  2C,l~^~Ci+^=^(|0-P^4-p^-p*,  +  ...  +  p^-' -p'-'); 

et,  comme  on  aura 

n— 1 

5  2   = — i         (mod.  «), 

p  -+-  p'-'  -+-  p"'"  -+- . . .  -+-  ps"~3  +  p*"~"  =  —  i , 

«  —  1 

(p  —  p'-f-  ps*—  p*'-+-.  .  .-f-p*"-3—  pi"~')2=:  (—  I )""*""»» 


on  trouvera 


S(p)d-(p*)=     — ! -î !_(_i)«    i,' 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

n—  1 

( 27  )  4 -?(  p  )  £ (  ps" )  =  (  2  c0—  c,  —  c,  )2  -  ( -  I  )~  «  ( c,  -  c2  )«, 

ou  bien  encore 

n  —  1 

(28)  £(P)#(p')  =  (c0—  c,)2+  (c0-  c,)(c,  -  c,)  +  I~(~,)  2    "(Ct-C,)'. 

Lorsque  «  est  de  la  forme  l\x  -+-  3,  l'équation  (27)  ou  (28)  se  réduit  à 

(29)  té(p)$(pg)  =  (*ct—ci—ca)i+n{ct  —  c%)> 
ou  bien  à 

(30)  ^(p)^(ps)  =  {co-Ci  )*+  (c0—  cj)(c,  —  c,)  +  2-_î  (c,  —  c2)2. 

Au  contraire,  lorsque  «  est  de  la  forme  l±x-\-i,  alors,     ~    étant  pair, 
la  formule  (24)  donne  simplement     . 

n—  1 

et  p  disparaît  de  l'équation  (26),  qui  se  trouve  réduite  à  la  forme 

■f(p)  — c0. 
Revenons  au  cas  où* n  est  de  la  forme  |r+  3.  Comme  on  aura 

n  -  1 


${p)$(p')=P     »      , 
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l'équation  (29)  donnera 

n  —  1 
\p    -     =:(  2  C„—  C,  —  (%)'--+-  «(c,  —  C,)2. 

Donc  on  résoudra  l'équation 

«  —  1 
(3i)  kp  2    =  Xs4-/zY2 

en  prenant 

Mais  ces  valeurs  de  X  et  de  Y  seront  généralement  divisibles  par  p.  Il 
reste  à  trouver  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  les  divise  simulta- 
nément. 

Soit  u  un  nombre  tel  qu'on  ait  simultanément 

n  - 1  n -  1 

■j  -   ==  1        et        (i  +  u)  *   =i        (niod./O- 
On  trouvera 

0,  0^  0.,.. .  .0^  =  0U  ©„,.. .  .eUfn-,  —  ©1+VJ  e(1+u„i. .  .8(i+g),-i  =  ^(p) 

«  et,  par  suite, 

(02)  <)'(p)    =7- -g =K|,uRjVJj'...Hj»-',u,»-', 

(33)       ^(p')  =  K,fWRi.,^...R<-.,w-.. 

Si  n  est  de  la  forme  807+7,   on   pourra  prendre  u  =  i,   puisqu'on 

n  — 1 

aura  2  '  =  1,  et  les  formules  (32),  (33)  donneront 


(34) 


I  ^(p*)  =  R^R,>i,,...RiB_>4n_,. 


D'autre  part,  comme  on  aura 

-7(p)  =c,+  c,(p  +p**  +  .  .  .4-p*"-')  -t-cî(pi-hpi*  +  .  .  .+  ps""'J), 
J(p<)  =  c0-t-  Ci(ps-¥pst+  .  .  .  H-  p*"-')  4-  c,(p  -l-  p*'-H.  .  .  -H  ps"~°), 
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mi  en  conclura 

\   =  2C„  —  C,—  C,=  ,~<  O)  +-f(ps)» 
1  -ï.,0  1-  £(p*) 

,  >  -,  \  Y  t=  c,  —  c,  = 77^ ?t=î 

p  —  p*  -t-  .  .  .  -+-  p"       —  ps 

n—  t 
=  (—  l)     2      «(p  —  pJ+...—  pf"~')[^(p)  —  ^(P*)l- 

Soit  maintenant 

,,-,  n  i.2.3...[(/<  +  A-)grl 

(36)  ,I"-*-(,.2.3.../,Bï)(i.2.3...W 

(M  supposons  chacun  des  nombres  //.  k  renfermé  entre  les  limites  o,  n. 
On  aura 

<  •  î  —  >  n/,,/,=  o      (inoti./j) 

si  la  somme  h -\- k  est  renfermée  entre  les  limites  n  et  in\  et,  au 
contraire,  nA)*  ne  sera  point  divisible  par  p,  lorsque  h  -h  k  sera 
compris  entre  les  limites  o,  //.  D'un  autre  côté,  en  supposant 

h  -+-  k  <  n  et  n  —  h  —  k  =  /, 

en  sorte  que  la  condition  (21)  soit  vérifiée,  on  aura 

1.2. 3..  .(n  —  0  =  [1:2.  3...  (/»-+-  A-)bt][(—  i)(—  2).  ..(—  /bt)] 

=  [  1 . 2 . 3 .  .  .  (  h  -t-  A)  nr  ]  (  —  1  )  ' CT  (  1 . 2  . 3 .  .  .  I  nj  )  =  -  1 , 

1.2. 3...  (h  +k)w  =  (—  i)/CT+1  - 


I . 2.3. . . /ro 
et,  par  conséquent, 

(38)  n/(  /,— ; ! — li— —  . 

(l  .2.  .  .//5T)(l.2..  .ÂC7)(I  .■>..  .  ./BJ) 

Enfin,  si  l'on  pose  comme  ci-dessus 

RA,*=F(p), 
on  trouvera 

(39)  _      !•(/■)  =-n„_A,„_/,. 

Cela  pose,  soit//  la  plus  liante  puissance  de  p  qui  puisse  diviser  simili- 
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>) 


/'' 


/»* 


Y  ^ 


p* 


#(p)        ff(p*) 


L  P 


/'' 


et,  comme  les  seconds  membres  des  formules  (4o)  seront  des  fonc- 
tions symétriques  de  p,  p2,  ...,  p" ',  ils  devront  rester  équivalents, 

X  Y 

suivant  le  module/;,  à  -r  et  ;i  —,  quand  on  v  remplacera  p  par  r.  Donc, 

alors,  l'un  et  l'autre  seront  entiers,  et  l'un  d'eux  au  moins  sera  non 
divisible  par  p.  D'ailleurs,  si,  dans  les  seconds  membres  des  for- 
mules (34  ),  on  remplace  H/,/,  par  tt-^ — >  toutes  les  fois  que  l'indice  h 

est  équivalent  suivant  le  module  n  à  l'un  des  nombres  i,  2,  3,  ...,  — — > 

on  en  conclura 

i  -n?)  =  Pv>(p). 
(40  «_,_vi 

'  ^(p*)=/»  2      V7.(?)=/»v" /(?)> 
v'  étant  le  nombre  de  ceux  des  indices 

I,     s2,     s'',      .  .  .,     s"~3 

I 

qui  sont  équivalents  suivant  le  module  n  à  l'un  des  suivants 

(42)  1,     2,     3,     ...,     — — , 

et  v"  étant  déterminé  par  la  formule 

n  —  \ 


tandis  que  <p(r),  y(r)  ne  seront  équivalents  ni  à  zéro  ni  à  -  suivant  le 

module/?.  Donc,  si  l'on  prend  pour  À  le  pins  petit  des  nombres  v  el  v  . 
les  seconds  membres  des  formules  (4°)»  quand  on  y  remplacera  p 
par  r,  ne  deviendront  point  équivalents  à  l'infini  suivant  le  module/-». 
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et  l'un  d'eux  an  plus  sera  équivalent  à  zéro.  Donc  a  sera  l'exposant  de 
la  plus  haute  puissance  àep  qui  divise  simultanément  X  et  Y.  D'ail- 
leurs, si  l'on  t'ait 

la  formule  (3i)  donnera 

(43)  4/>~'  i/'=^i+ny\ 

et  comme  on  trouvera,  en  posant  A  =  v', 

n  —  i           .         n  —  i  —  (iV1 
2/  = 


n  —  r 


et,  en  posant  A  = v  , 


n  —  i  .         4V'  —  (n  —  0 

2  À  —  :  : 


il  est  clair  que  la  formule  (43)  pourra  être  réduite  à 

(44)  4^=^s+«/S 
la  valeur  de  u.  étant 

(45)  1j.=: 


Si  n  était  de  la  forme  Sx-\-  3,  on  aurait 

\ 

n  — 1 
1    -     =  —  I  (  1110(1.  p), 

0,  0,,, .  .  .  0„,-3  =  0,  0,, .  .  .  0,„-,  =  £(p«), 

_  0?  ©),     ©i„-,  _  r-7(,Q)ia 

0,        Qis»  02j.,-3  J(p.«) 

•»i,5  «J»,*'1    •    •  Hj'-',J»-'  T-— 

Donc  alors,  à  la  place  des  formules  (41)'  <)n  trouverait 


-MO) 
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puis  on  en  conclurait 

71  —  1 

(46)  \  [*"(P)]3  =/>  2    +V  [<P(p)Px(p)> 

I  [^(P*)]'=/»— 1-v,?(p)[x(p)?- 

Donc  alors  on  devra  prendre  pour  X  le  plus  petit  des  deux  nombres 

i  [  n  —  i  A        i  , 

—  v     ,      -(n  —  i  —  v  ), 


3  v    2     ■    y   3 

en  sorte  qu'on  aura 


n  —  i  .  il  —  i  —  l\V 


6 

Donc  alors  on  vérifiera  l'équation 

(47)  b/#=x*+ny* 
en  nombres  entiers  si  l'on  pose 

(48)  (x=± g 

Dans  les  formules  (45)  et  (48),  f*  est  toujours  inférieur  à  -n,  et 
v' représente  le  nombre  de  ceux  des  indices  (42)  t[ li i  sont  racines  de 

l'équivalence 

»  — i 
x  -    =  i         (mod.«). 

Les  autres  étant  nécessairement  racines  de  l'équivalence 

n  -  l 

■r  '2    = —  i  (mod./i), 

on  en  conclut 

,  n-l 

n  -  !  n-l  n-l  ,  ,  — — 

— +2—  h. 3— +...+  (!L=lL)  - 

(49)  i  2    •  (mod./i). 

n  —  i 


On  a  d'ailleurs 


n       1        —  1        —  n 

n— i     —  — j— z  \  —  '  ;sv— «         j3v_| 

I  _i_  e:  v'^  -f-  t.!--  y/-1  -h  .  .  .  4-  e    -  =  =r—   =  ; : 

e  *  —  <.- 
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et,  par  suite. 


I  -h  COSZ  -h  C0S2  3  -h.  .  .-+-  COS- 


.     Il 
sin  —  z 

■2 


(5o) 


2  2   \  I 

Slll  - 


II      \  Z  II 

COS  —  S  \  COS COS  - 

Il  —  I  I    /  Z  2         \  I  2  2 

sins  -+-  sin2s  -+-...+  sin z  =  -  I   cot = 

2  2   \  2  .       ^        /  2 


Slll  - 

2 


sin 


Si,  n  —  i  étant  impair,  on  différentie  — ■ —  fois  par  rapport  à  z  la  pre- 
mière des  équations  (5o),  on  en  tirera 


(-1)     * 


n  — 1  n  —  1 

sin^  +  2  -    sin23-+-d        sin3- +...+  (  ]        sin 


i    d  2 

2 


Slll  -  Z 


dz   -     s  i  n  -  z 

2 


tandis  que  la  seconde  donnera 


n  —3 

(-0     * 


n  —  1 
COS  ,3  -+-  2    ''      COS2J 


Il  —  I  \                      Il  —  I 
COS  


n-l    /  _  COS 

r/        I   co  l 


SIM 


n  -  1 

dz~ 


On  conclura  de  cette  dernière,  en  posant  z  =  o,  après  les  différen- 
tiations, 


(5i)    (-i)  * 


1  +  2     "      -+-  .  .  .  -+■ 


<■/  a    (  col  -  —  coséc: 


ri     -  I 

dz  2 


(mod.n). 


D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  x„  le  nombre  de  Bcrnoulli  qui  cor- 
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respond  à  l'indice  n,  en  sorte  qu'on  ait 


1       ()  3o  42 


on  trouvera 


-                Tj                             ^                I                                   Z*                     I  G5  1 

lang-  =  2     7?(22—  l) h  —  (2*—  l)  j-r  -+-  T-(26—  1)  ,    .        +  ... 

^2  L6V  1.2       3ov  1.2.3.4       42  '1.2.3.4.5.6  J 

et  l'équation  (5i)  pourra  être  réduite  à 

n  —  \ 

■+(-        "Ï        =(~0    '    -  ^T-2- 


/«  —  1     . 


On   aura   donc   par   suite,   en   supposant    impair,   ou    n    de   la 

forme  '\x  -\-  3, 


n  —  1 

n-l-l 

n  — 

1                   H  —  1 

r-< 

n-t-1               — J- 

I '  n  — 

— T-            2     "      —  I 

-+-  2  - 

+  3  -    +. 

..+  ( 

0  *  2  »_,         -l<^ 

v      2 

a  *    (n  +  i)        * 

(02) 

/   n  +  1  \ 

— t—  2  \  2     l      —  I  / 

(-0  *   ;rrr-  ■«*•-+•• 


Enfin,  comme  on  trouvera  :  1"  en  supposant  n  de  la  forme  Sx  +  7, 

n—  I 

2   -    =  1         (  moil.  n); 

20  en  supposant  //  de  la  forme  Sx  -h  3, 

n- 1 
2  2    =  —  1         (mod.«), 

l'équation  (5a)  donnera,  dans  le  premier  cas, 

«  —  1 

n  —  I  n  —  I  ,  .       7,  n  +  I 

,  +  a"»" +3"*" +  ...-(-  (^=li)       =  (-i)TU»+1 


t 
et,  dans  le  second  cas, 


n  —  1 
h  —  I  fi—  1  ,  — 7~ 

«  — 


i  +  2  *  +3  «    +...+  (——)       =-(-1)  >   6V,. 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  3 
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On  aura  donc  :  i"  en  supposant  //  de  la  forme  Sx  -+-  7, 

±fJ.=  y- =(— 1)  *    aXB+1         (mod./O; 

20  en  supposant'/?  de  la  forme  Sx  -+-  3, 

4v'—  («  —  1)  — - 

±fx= =-(-1)       aa.„+1. 


Par  conséquent  on  aura,  dans  tous  les  cas, 

(  53  )  /*'=  db  a  A„  +  1. 

4 

On  pourra  donc  vérifier  l'équation  (47)  en  prenant  pour  u,  le  plus 
petit  nombre  entier  équivalent  à 


±  1  -Mn  +  \. 

4 

Exemples.  —  Soit  «  =  7.  On  trouvera 

2         1 

2\+,=  Uî=r  =  -  =  I  (lliod.7), 

4 

f*  =  I. 

On  vérifiera  donc  alors  en  nombres  entiers  l'équation 

4j>=a;«+7jr« 

et,  par  conséquent,  l'équation 

P  —  x1  -+■  7/2. 
Soif  encore  n  =  11.  On  trouvera 

2         1 
aXreH_t  =  3(JU3=  y-  =  —  ==— 1         (mocl.ii), 

et,  par  conséquent,  on  pourra  vérifier  en  nombres  entiers  l'équation 

4j0!  =  a?2-|-  iijk2. 


MÉMOIRE   SUR  LA  THÉORIE   DES   NOMBRES.  19 

Soit  ji  =  [63;  2  sera  une  racine  primitive  de  l'équation 

x**  =  1 , 

en  sorte  qu'on  pourra  supposer 

D'ailleurs,  les  puissances  successives  de  2,  divisées  par  i63,  donne- 
ront pour  restes  : 

i,          -2,  4,  s.         16.  32,  64,  — 35,  — 70,  23,  i<i. 

92,  21,  \>..  —79,  5,  [o,  20,  4o,  80,  —  3, 

—  G,  — [2,  —24j  —  i<s-  67,  —29,  — ">8,  — 47.  —69,  25, 
h).  — 63,  37,  74,  — 11-  — 3o,  — Go,  43,  86,  9, 
18,  36,  72,  — [9,  — 38,  — 76,  11,  22,  44)  88, 
ii.  26,  52,  — Sg,  45,  73,  — 17,  — 34)  — G8,  — 27, 

—  54)         55,     — 53.         57.     — 19,         G5.     — 33,     — 66,         3i,         62, 

—  3g,     —7*.  7.         îiî        28,         56,     — 5i,        61,     — 41)        81. 

Les  restes  positifs  et  inférieurs  à  —  =  81, 5  étant  au  nombre  de  48, 


on  aura 


v  =  48, -  =  81, 


4  v  —  (  n  —  1  )  1  /  n  —  1  \  1      _ 

K  =  ± s =±7    2V 1—     =±  7(96  — 8i)=±  j,  p  =  5. 


On  pourra  donc  satisfaire,  par  des  valeurs  entières  de  r,  y,  à  réquation 

/?5  =  x2  -+- 1  63jk2. 
Revenons  aux  formules  (10)  et  (iG)  desquelles  on  tire 

(54,  BM=,(„=(-.r«.2(5)'(|)=(-.)-2(7)à(^f::)*- 

Si  l'on  y  remplace  p  par  /•.  on  trouvera 

l  F(/-)  =  (—  i)ra/,y  t'"n/'i\  4-  /'"  i"7'' 
(55)     1  %  A  i.a.3...*»  ""U,'-/": 

[l.2.3...(/l  —  A)w][l.2...(A  -f-  />  —  //i^| 
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et,  comme  on  a 

(_!U-BÏ+1 


n  m  =  —  i , 
i 


1.2.3. .  .{h-\-  k  —  h)ts 
on  conclura  de  la  formule  (55) 

1.2.3.  ..(an  —  h  —  k ) m 


I  .  2  .  3  .  .  . /.  C7  =  - 

I  .  2  . 5 . . .  (  n  —  A*  )  TTT 

(_l,)(*+*)w+i ,   .j.3.  .  .(2„  —h-  k)xs, 


(56)     F(r)  = 


.2.3.  .  .(n  —  /j)nr]  [i  .2.3.  .  .(n  —  k)m] 


=  — n 


■re — A,n — k  J 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (  39). 

Si,  dans  l'équation  (3;))  ou  (56),  on  remet  pour  Un_Ai7l_k  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  (3<S),  savoir 

n„_An  iS (~0/CT ___ 

[  1 . 1 . 3 .  .  .  (  n  -  h) m  |  [  1  .  2  . 3 .  .  .  (  n  —  k ) sr ]  [ i  .  2  . 3 .  .  .  (  n  —  l ) m ] 
'=  (i.2.3.  .  .hm)(  I.2.3.  .  .km)(i  .2.3.  .  .  lts)(—  i)'CT+', 

on  trouvera 

(  F('-)  =  (-i)'ct(i.2.3...//w)(i.2.3...Z-w)(i.2.3.../bt) 

I  ^(-i)(/^-(i.2.3.../m)(i.2.3...^)[i.2.3...(,i-A-A)CT]  <m0fL/,>- 

Il  est  facile  de  trouver  des  nombres  équivalents,  suivant  le  module/;, 
aux  valeurs  de  x,  y  qui  vérifient  la  formule  (44)  ou  (47).  En  effet, 
soit  toujours  j?  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  simultanément 
X  et  Y;  on  aura 


(58) 


|  5g  1 


x _  X  _  £(p)  _^  ^(p*)  =  £(r)  _    ,f(/-«) 


/" 


(mod./>), 


Y  2=2 


=  (—  i)     "      /!(/•_  /•*-,-...  _/•*"-) 


(mocl./>). 


D'ailleurs,  on  déduira  sans  peine  des  formules  (32)  et  (33)  les  valeurs 
des  rapports 
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ou  plutôt  la  valeur  de  celui  qui  n'est  pas  divisible  par/?.  En  effet,  on 
y  parviendra  facilement  en  remplaçant  chaque  facteur  de  la  forme 

H/,./, 

par   r. — .    toutes   les  fois    que    h  -+-  k   sera   renfermé    entre  les 

limites  o,  n,  et  remplaçant  ensuite  p  par  r. 


§  II.   —    Applications  nouvelles  des  formules  établies 
dans  le  premier  paragraphe. 

Supposons  maintenant  que  n  soit  un  nombre  composé  et  prenons 

v  désignant  un  facteur  premier  de  n.  Soit  encore 

On  aura 

p  —  i  =  nm  =  -j'I. 

De  plus,  si  l'on  désigne  par  ?  une  racine  primitive  de 

et  par  a  une  racine  primitive  de 

#w  =  i , 

on  pourra  prendre 

p  =  aç. 

Cela  pose,  soient  s  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

x'=  i         (mod./j) 

et  u  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

^v_1=  i         (mod.v  ). 
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Les  nombres  entiers 

i ,      2 ,     3 ,      .  .  . ,      n  —  2 ,     n  —  i 

seront  équivalents,  suivant  le  module  n,  aux  divers  termes  de  la  suite 

i,     a,     ...,     a''~2,     v-4-i,     v  -+-  u,     ...,    v  -+-  «v_s,     ..., 
(w  —  i)ï  +  i,     (co  —  i)v  +  h,      .  ..,     (w  —  i)v  +  «v— *; 

et  l'on  aura 

8A=  9  +  p/(  6'  +  p2/' S'1 -h.  . . 4-  r/P-"-)h  qi>'-'- 

=  9  -+-  a'<ç''8l+  <xihç*h9t'-h.  .  .+  a(p-vi>ç(p-i)i>Qi''~\ 

Supposons  d'ailleurs  les  nombres  v,  oj  premiers  entre  eux,  et  faisons 

v=  -  (mod.w); 

on  trouvera 

~U,m-\-V'l(l—Um)  -—   q,  rH°'+CV(l — Um)  .«'" 

et,  si  l'on  pose 
on  aura  encore 

(2)    e.-+W(*-»-)  =««-+«(**»*_«-) =fl  +  «"s»"9'  +  . . .+a"j-2>/'Çc-=»"'"^''"2, 

(3)  #(«,  ç)  =  #(«,  ç»2)  =  ,î(a,  s**)  =..  .  =  £(«,  ç»v-J), 
et,  en  supposant  h  impair, 

(4)  01+^V(A-1)  0«3+fv(/i-K2)  •  •  •0«,-'+t>v(A-«,-J)  —  3{<X.h,  ?)0      v  — 1    , 

(5)  ^(«A,  ç)  =  £(«*,  ç»')  =#(«*,  ç"4)  =.  .  .  =  J(a'',  ç"''"1), 

(6)  0_1._^v;/i-l)  0-»»_W(A_b»)  •  •  .8_Bv-i_W(A_„v-i;  =  ^!(«-A,  ç-1)  0^  ^  v_i    , 

(   J(a-A,  ?-')=  j(«-\  ç--»*) 

(7)  -  i=i\ 

f  =  jf  (  a  -a,  ç-"4  )=...  =  £(  a  -a,ç-»»-«  )  =  ^«-*,  ç«  ';  /, 

J(a\,-).-(*-",ç-<) 

( 8  )  .    0i+kv(/i-i)  0-1-^(^-1  ,  ■  .  .fi«'-'+w;/i-»'-')  0  -„'-'~.'y(/, -„■'-') 
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Le  second  membre  de  la  formule  (8)  se  réduit  toujours,  soit  à 

n  —  I 
±P    '     , 

soif  à 

n  — 3 

Exemple.  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a>  =  1.  Si  v  est  impair 
et  de  la  forme  \x  -h  i.  on  pourra  prendre 


v  =  I. 


Par  suite,  la  formule  (8)  donnera 
(9)     £(«A,ç)£(a-A,s 


^  <$  i     _/,       _n  Q|-i-v:/j-l)  Q-i-Wi  -I  ,■•"«'-'+'/  /<-»—')  ©-«'    ;-v(/i-av-'i 


D'ailleurs,  si  l'on  suppose  A  impair,  ainsi  que  — j—  ■>  on  trouvera 


i 


^  e».^,,.,,»,  e_„._v(A_„»,=(—  oovAjo  =  (—  oCTp, 

(IO) 


v  -  1 


evï^iA®_vv__iA=(—  I)       "    =!■ 


Donc  la  formule  (9)  donnera,  pour  des  valeurs  impaires  de  /*, 

v  —  3 

(■<)  £(«A,s)£(a-*,ç-»):=/>~. 

On  trouvera,  en  particulier, 

(12)  0(<x,ç)g(ct-i,ç-1)=p  *   . 

D'autre  part,  a  devant  être  une  racine  primitive  de 

on  pourra  prendre 

a  =  v/ —  1 . 
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Ajoutons  que  Ton  tirera  de  l'équation  |  \  l 

.     ».  -f ,  \  Q|  Q»  ^v   l-«a)  Q«V/(l-»'l'  ■  ■P«'-'+v(l-«^1) 

(i3)  ■  ,a,ç)  = 7j 

°V  I V  —  1  ) 

Supposons  maintenant 

v  =  5        ou        n  =  4  •  5  =  20. 
Les  formules  (12)  et  (i3)  donneront 
d'il  ^(«,  i)$(«-l,tri)=p, 

(i5)  f(a,ç)= ^ » 

«10 

//  étant  une  racine  primitive  de 

x'*=  1         (mod.5); 

et,  par  conséquent  [à  cause  de  m2=i  (mod.5)], 

(10)  #(«,?)  =  — 7T =-?: — =Rl,9, 

'-'10  "lu 

(17)  *(«"*»  ç-1)  =  R-l,-9  =  Ri9,n. 

Donc 

1*1^19, 1t=/>. 

De  plus,  l'équation  (4)  donnera 

(18)  #(«»,ç)=^(«-Sç)  =  Tii  =  Rii,i»  =  ^(«-Ss-1)- 

Donc  la  formule  (i4)  pourra  être  réduite  à 

P=â(a,  g)  i (x-1,  ç)  =  î(\/^ï ,  g) $(—  v/~,s). 
On  trouvera  de  même,  en  remplaçant  ç  par  c:i  et  a  par  a3=  a-1, 

et  l'on  tirera  des  formules  (-i6),  (17),  (18) 

^(«»,s»)  =  ^(«-«,ç»)  =  RM7  =  Rii„ 

l{z-\  s8)  =  *(«-»,  ç-:i)  ^  R57i3ï=  R17ll,  =  *(a,  ç!), 
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en  suite  qu'on  aura  encore 

R.3.7Rl7,13=/>- 

On  trouvera  doue,  en  définitive, 

p*-=  R,,9R,7,i3X  R19.„Ra,7=  j(a,  s)  J(«,  s1)  xitr1,,-)^-1,;1); 
et  comme,  en  posant 

2^(a,  s)  =  >■'  +  (*'  V''— ~>  +  0-"  +  f** \f~-~1) («  —  sâ  +  s5—  s4), 
on  en  conclura 

a£(a,  s»)     =  X'-t-ix'v/^l-  (X'+  jx"  y/~  >U  -  S4-Ç3+Ç4), 
a#(a-«,  ç)   =  /.'  -  jx'  \f^i  +  (>.'-  ,u"V/~)(ç  —  s*-  ç'-r-  S»), 


2#  («-',  s3)  =  /.'-  fx'  V'-  >  -  (>.'-  f*'  v^Xs  -  i- 


s*). 


on  trouvera  encore 


4/7  =  4-f  (  a,  ç  )  ^(a-1,  ç)  =r4.f(«,  çs)  3(a-\  ç3) 

=  [>.'  +  >."(.:  -  s5-  s3+  sv)]2+  [/x'  +  p."u-  s2-  s3  +  s4)]2 
=  [X'-X"(s  —  s* -«•+«*)]* +■(>'-**' («-s* -s" +«*)]* 

et,  par  conséquent, 

^  =  X'»-i-/i'»-f-5(X'»  +  fA"),       X'X"=-xx>". 

D'autre  part,  si  l'on  nomme  s  et  a  les  racines  primitives  des  équiva- 
lences 

(20)  '  '  =  1,         .r'=  1         (  mod.p), 

on  aura,  pour  déterminer  A,  ij..  A',  u.'.  les  formules 

/        ;j.'a  ■+■  ('/."-+-  y.''a)(s  —  .v-  —  .v3  -+-  s')  ==  '.i -T ( «-/ ,  .v)        =  —  2  II,,,.,,  =  o 
X'+  fx'a  —  (X'+  ,uVo(.9  —  ss  —  .s-3  4-  s>)  =  2c?(a,  s3)     =  —  2  II,. : 


>,'—  (n'a  -4-  (X'+  fx  a)(s  —  s'2  —  s3  -T-  s'*)  =  2  Jin    l,s) 


II 


1  mod.j?) 


1 ,9 


X'—  'j.  <i  —  (X*+  'J-  >n(s  —  s-  —  a-'! 
OEuvret  de  C.  —  S.   1.  t.  III. 


2.7(0     \.v')  =  —  2lIIT,13=0 
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et,  par  suite. 

n,.7 


i  à '— ftrt  = — n,  7 


X"+fJL"a 


5  —  s-  —  s' -+-  s* 
(21)  (mod./>), 

V-Ji'as-  II,  „         À" -  /' «  =  " r^i i 

'  '  '  .V S1 .V*  -+-  S' 

les  valeurs  de  ÏI3i7,  II,  „  étant 

_   ionj(ionr  —  i).  .  .("W  +  O 
1  .2.6.  .  .  ogj 
I  22  1 

„        _  ionr(ion7  —  i)...(ç)cjh-i 
"1.9  = 


l  .  2  .  3  .  .  .  EJ 

Appliquons  maintenant  à  un  cas  particulier  les  formules  que  nous 
venons  Jo  trouver  el  supposons 

P  —  [\i,  n  — =  20,  v  =  o,  co=i!4»  w  — 2. 

2 

On  vérifiera  les  formules  (20)  en  prenant 

s  =  —  4,        a  =  9, 


el  l'on  trouvera 


20. 19  K 

11,  9  = —  10.19  =  —  o  .3  =  —  i5, 


„  20. 19. 18. 17. 16. 1 5       ., 

ll:i  7  = : o    /    -    g 5=  8 . 1 3 . 1 7 .  19  =  10, 

1.2.3.4.0.6  '      y 

i,  -  /  ~  - 1  ,  1 5 

/  -+-  p.  a  = —  i5,         A  —  [j.  a  =  1.),         A  =  o,         i"-  = =  12, 

1  1  4o  10  77 

=z  —  == =  —  —  =  2  —  =  22. 

.9  —  .s2  —  .v' +.s*        28    '         28  7    "         7 

X"-+-  fjt."a  =  22.  i5  =  2,        À" —  /jl"«  =  22.  i5  =  2, 

X"=2,  fi"=0. 

Donc  l'équation  (19)  donnera 

4/3  =p'i'+  5  À"5 
ou 

Effectivement 

.'1 1      6S  •-.*).  r2=  36  +  5. 
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Soit  encore 

On  trouvera 


p  =  i  o  i , 


.")<). .')().  \X.  .'|-..'t(i  r  r      te.  t> 

Hi,9=  —      .2  ,  \ —  =  10.49.2.47.46=— 18, 


i .2.3.4- 5 

45 .  4 4  ■  4  3 .  4  ^  ■  -î  1 .  -<o .  3() .  38 .  87  .  36  _ 

II3    7  =  (  1  O  J   — — 77 1 r^^ 

O."  .  S.(|.  IO.  I  I  .  1  2  .  IO  .  I    |  .  I.) 

Par  suite,  on  trouvera 

'/"  -  o,  '/—o, 


I  —  j  •+-  5  ' 


3.37.M.l..«3__|, 


On  aura  d'ailleurs 
et 


nt  =  10 


y5nM+fli,»_n  8 


—  9- 


Effectivement 

101  =  81  +  5 . 4  =  9*  -+-  5 .  22. 

Eh  général,  lorsque,  v  étant  impair  et  de  la  forme  (\x  -+-  1,  on  sup- 
pose 

on  peut  prendre 


0)  =  ^, 


et  l'on  tire  de  l'équation  (  '1)  :  1"  en  supposant  h  =  i, 
2°  en  supposant  //  =  —  1, 

•  1  I      8|-ïv  &»'-v(n-«';  8««-v£n-»«)  •  •  .©«•'-  -v(i+«'-!)  =  ^(—  v'—  '.  g)Q    viv- 

On  a  d'ailleurs,  dans  cette  hypothèse, 


=  J'(v  — T,  s"4)     = . . .  =  J< \  ~,  «■«), 
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On  trouvera  de  même 


(26) 


et 


(27) 


|  <■>,<-•/  n-»j  ©»'-v(n-«5j-  •  ^««-vn+n'-i^^l — V  — x»  S")@   y_(v- 


J<\  -i,s")     =  £(v/=7,«"') 


=  jf_  v  _,,-•)  =  ...  =  <?(-v/-'»s",-J)- 

Dans  ces  diverses  équations,  u  désigne  une  racine  primitive  de  l'équi- 
valence 

J7V_1  =  1         (mod.  v), 

en  sorte  qu'on  «aura 


U   z    =  —  I  ou  I  +  u 


=  0        (mod.  v). 
Cela  pose,  on  trouvera 

®Bm-FV(l-ii'")  ^'„",  +  iTi_v(|  +  „'"+;;Ti)=^®«'"-(-v(l-«m)  "-»'"— V(l-Itm) 

—  ( 1  \cTttm+tJV(i— wm>n  — :  ( i)CTVp 

et  l'on  tirera  :  1"  des  équations  (23),  (24), 


—     x       (-■) 


(28)     $(^=I7,S)#(— v^-i,«)  = 

•2"  des  équations  (26)  et  ( 27  ), 


GTV  1 V  —  1  )      V  —  1 


fc)>,  i  v  —  Il  "      v  I  v  —  1  I  "v  I  V  —  1  )  " 


)  "    -V  IV  —  Il 


19) 


§{s/—i,  i")  §{-  y/-  i ,  ç»)  =  - Ç 

Uï(V-llU        V  I  V  —  1  I 


On  aura  donc,  par  suite  :  T'en  supposant  v  de  la  forme  Sx  -1-5, 


3o 


^(v^r,ç)  3f(_v/^T,,-) 


V—.) 


W=ï,  s-)  JC-v^.e-)  =/>"*"! 
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2°  en  supposant  p  de  la  forme  8a;  -+- 1  et,  par  conséquent, 

0,   ,  y  _   1    ,   =    0Q  =   —    I   , 

/  z^l 

(    °  I  S=i 

(  i{\f=ri,  s") £(—  \f=ri,  s")  =  />  2  • 

D'autre  part,  en  posant  h  =  2,  a>  =  4.  £  =  —  1  dans  la  formule  (2), 

on  trouvera 


(32) 


\  ®H-V     ®»'-FV(2-»')  ©M'+Vtî-B'j  •   •   •  ®B,-,-HV{î-K,-s)  <")„  •*!>  (  Ç  ) 

'      —  0|-  VI  0/<3— V(2-t-«3)  "«'—  V(2-t-B*)  •   •   •  "H7- 


v— J— V(H-BV~')> 


<!>(;)  désignant  une  fonction  de  c  et  de  y  —  I  à  coefficients  entiers:  et, 
comme  on  aura 

0„"'  +  i7i+v(,_„r"+ifi)=<=)-""'-l-v(2+«",)5 

on  tirera  de  la  formule  (32) 

v  — 1 

p  »    =0O<D(Ç) 
ou  « 

V-  I 

*(ç)=-/>    4    . 

On  trouvera  de  la  même  manière 

v—  1 
*(Ç«)  =  -Jp    4    • 

On  aura  donc 


;33) 


'  ©H-V  0»"-4-V(ï-«J)  ®B4-+-V(ï-B4)  •   ■   ■®Mv-'-t-V(ï-»,-J)  /' 

—  0,n-v(î— a)  "«  :^  j  2— b5)  •'b'+vI!-»')  ■  •  ■  0«''_3-t-y(2— b''-3)  î 


et,  comme  2  sera  nécessairement  de  l'une  des  formes 


,2  m  .. -2/n  +  l 


«ni  aura  encore 


34) 


8j8îB*-l-ÎV(l-B3     0-2»-->v    !—»«)•  •  •®ÏB*_'+1V(I— »*-•)■ P 


8|U-t-tV(l— »)  ®2«'-f-2y(l-B')  02u'-+-2y(l-H;)  •  •  '02U'    »+»V(l— »v    ')  —  /* 
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Si  maintenant  on  combine  l'équation  (23)  avec  la  première  des  for- 
mula |  i',  i.  puis  la  première  des  équations  (26)  avec  la  seconde  des 
formules  (34),  on  trouvera 

■'■  '    l-T<  \  -T,  ç)]2=  «.A^i-i,.^»-,  • .  .R„v-,+v(1_„v-3),„v-3+v(1_B_3)  JL 


et 


V  —  I 


(36)    [£(v/=T7,  s»)]2=R»+v(1-«),«-fv(1-„) . . .  R.-^f,-»^,.^.,,,..^  J^_ 

Wv  (  y  _ 

On  aura,  au  contraire, 
(37 )    [*(-  v/~,  ç)Y=  R^,  1-2vR„=_v(1^=).„2_v(1+u, . . . R.^^^..^,     '    , -^Z 


R  ^ 

l,«''-,-V(l+tt''-!),„"_,(1  +  ri'-3)   — 

tl  "  v  t  V  - 

et 
(38)    \$(—jzrr  c»YI2— R  r  /- 


9!„v-i, 
D'autre  part,  on  aura  :  i°  en  supposant  v  de  la  forme  8j+i, 

g)V  |  y  _  I  )  =    Q_  y  |  y  _  !  ,  =    0O=    I 

et,  en  supposant  v  de  la  forme  Sx  -4-  5, 

nviv-n 

Q;rv_i|  —  02  V|V_,I—  (_  1  j      2      p=zp. 


(39) 


Donc  les  formules  (35),  (3G),  (37),  (38)  donneront,  si  v  est  de  la 
forme  Sx  -+- 1, 


v  — 1 

r    .  V  —  1 

r .         *)  — 1 

R(-\/-i,s")],  =  /,  4  Rn  7l,,»),„_v(1+„)...RBv-1_v(1+„v_1)i„ï_î_vciH.BV_ai 
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et,  si  v  est  de  la  forme  (Sa-  -4-  5, 


:5I 


1  ,,,, 


L«\V — '»S/J  =—P    '     Rl,iï*»*+v(i— It'J.H'+Vd    »-)•■•  R«'-'^-v(i-h'-3),«'^!-*-v(i— «''-')> 

L-'  < \      i>s u)\      —■  P  '  Rn-f-v(i— «).«-t-v(i— h) •  •  •  '>»''-i+v(i-«,-,),ii''-j+vii- »■'-')> 

j     [-M, V  '»S/J         — "/'      *      "1—  ÏV,1—  ÎV«KS— V(H-B*),lta— V(H-K')'   •  .Rm'-1— V(H-ttv-'),»v-S— V(1+UV 

l'J'\ — V"-1»?"/]    — /*    *    R«— v(h-b),m— v(h-k)-  •  •R|*v-,-va+i«,_,),av-,-v(i-i-itv_J)« 

Observons  encore  qu'en  vertu  des  formules  (20)  on  aura 
l  ^(v/— ~>  s)  =  ^0+  co  y/— ^  +  (*i  -+-  ci  v7-17'  )(s  +  «"'-+-...+  s"''"1)  +-  (62  +  c2  \  ~)(ç"+. 


-')» 
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(42: 


_  2  0,,—  b,—  6., -4-  (2c0—  c,  —  c.,)  v'—  '        61— 6j-t-  (t'|  —  c2)  v '  —  ' 
2  2 

et,  par  conséquent, 

2  .f  (\  CTT  ,  ç  )  =/„  +  #„  S/~l  +  (/,  +  Ar ,  y/^7  )  (  Ç  —  Ç»  -+-  Ç"'  —  . 

2  *  (v^,  ç")        =/,  +  g,  \/~l  -  (/,  +  gx  \/~)  (  ç  -  ç"  +  ç";  -  • 


2  J(—  v  -  1 ,  5)  =/o  -  <?o  V  -  I.-+-  (/1—  é'i  S/—  0(S  -  ?"  +  «"'  -  •  • 

2  -(  —  v~7,  ç»)  =/0  -  g0  y/^7  -  (/,  - ,-,  v/=rî)(  s  -  s"  +  b"2 —  ...  +  « 

/„,  g0,  /,.  gr,  désignant  des  nombres  entiers.  De  plus,  on  aura 

j    s  -H  s"  +  ;";  -h...-*-  ç"'~'  +  ç"""''    =  —  1, 
(43) 


,-«v~-  -«'' 


■+ÇBV-') 

—ç»*-1) 


En  combinant  les  formules  (4*2)  avec  les  équations  (3o)  ou  (3i),  on 
trouvera  :  1"  en  supposant  v  de  la  forme  8x  ■+-  1, 

■/  - 1 
(44)  'M>  l   =f5  +  vfî  +  gî  +  vg\,        Afi  +  gogi  =  o; 

20  en  supposant  v  de  la  forme  <S.r  -+-  5, 

V  —3 

(43)  ÂP    -    =/«  -t-v/f  +  A'j-l-  »g\>  fofi  +  gogi=0. 

D'ailleurs  on  vérifie  la  seconde  des  formules  |  i4)  ,MI  (  *5)  en  supposant 
(46)  /o=63,         go=ëe,        /,  =  — ye,         gt=yà. 
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On  aura  donc,  si  v  est  de  la  l'orme  Sx  -f-  i, 

4/T*~  =  (6s  +  Vf)  (<32+£2) 

et,  si  v  est  de  la  l'orme  8a?  -h  5, 

V  —3 

(48)  ïp~r={&+.vyt){P+Bt). 

Enfin  les  formules  (\'±)  donneront 

i  *$(\f=~t, s)      =  (ô  +  e v-^Me  +  y(s - s*+. •  •- s»"-") y/^J, 

•2  J(V  -^,  S")       =  (o  +  £  V/~)[ê  —  y  (S  —  Ç"  +  -  •  •—  ç"v"3)  v/"], 


(49) 


2#(-  v- 1,  s)  =(d-s  v/-  i)[6  -  y(e  -  c»+. .  •-  s""-1)  v;-  '], 

2  J'(-  v'-^,  s")  =  ( ô  —  £  \/~)fo  +  y (ç  —  «--H. .  .—  ç«"-J)  \ /=!  ]. 


Il  est  bon  de  remarquer  encore  que,  les  valeurs  de/0,  g0,ft,  gK  étant 

/„  =  2  6„  —  by  —  h,,        J\  =  bx  —  bif 


nt- 


2Co  —  C'j  C2, 


/,  sera  toujours  pair  ou  impair,  en  même  temps  que/0,  et  g,  pair  ou 
impair  en  même  temps  que  g0.  Cela  posé,  si  des  deux  nombres  6,  y 
l'un  était  pair,  l'autre  impair,  il  faudrait,  en  vertu  des  formules  (46)» 
que  o,  s  fussent  tous  deux  pairs.  On  aurait  donc  alors,  en  supposant  v 
de  la  forme  Sx  +  i . 


(5o)  p  -    =  (6»  +  v/-) 

et,  en  supposant  v  de  la  forme  $x  -+-  5, 

v -3 
(50  P   l    =(62+vy^ 


«v 


-.  -  étanl  deux  nombres  entiers,  l'un  pair,  l'autre  impair.  De  même,  si 

des  deux  nombres  o,  s  l'un  était  pair,  l'autre  impair,  £  et  y  seraient 
nécessairement  pairs,  el  l'on  trouverait  :  i°  en  supposant  v  de  la  forme 
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Sx  -+- 1, 

(52) 


p  -  = 


•(?) 


(82-<-£2); 


2°  en  supposant  v  de  la  forme  Sx  ■+-  5, 


(53) 


v  —  3 


v.  y 


(3*  +  ss), 


->  2-  étant  doux  nombres  entiers,  l'un  pair,  l'autre  impair.  D'ailleurs 

on  ne  peut  supposer  les  nombres  S,  y,  o,  s  pairs  tous  les  quatre, 
puisque  le  second  membre  de  la  formule  (  \-  )  serait  alors  divisible 
par  iG,  tandis  que  le  premier  est  seulement  divisible  par  l\. 

Si  6,  y,  o,  e  étaient  supposés  impairs,  l'équation  (1~)  se  décompo- 
serait en  deux  autres  de  la  forme 


(54) 


2/>*  =  c--t-  vy' 


>.//'•     =  02+  £" 


Or,  /?  étant  de  la  forme  (±oc  -+-  i  et  Ç2,  y2  de  la  forme  Sx-+- 1,  la  pre- 
mière des  équations  (^\)  aurait  un  premier  membre  de  la  forme 
Sx  -+- 1  et  un  second  membre  de  la  forme  8a?  4-  6,  si  v  était  de  la 
forme  8a; -h  5,  ce  qui  serait  absurde. 

Doue,  lorsque  v  est  de  la  forme  Sx  -h  5,  les  deux  nombres  o  et  y,  ou 
les  deux  nombres  c,  e,  sont  pairs  et  l'équation  (  \-  )  se  réduit  à  l'une 
des  équations  (5i),  (53). 

Au  reste,  lorsque  v  est  de  la  forme  8a?  +  5,  alors,  en  écrivant  20 
et  2yau  lieu  de  S  et  y,  OU  20  et  2£  au  lieu  de  0  et  de  1,  on  reiluil  la 
formule  (5i)  ou  (53)  à 

v  — 3 

(55)  p  -   =(62-  v/-)(62+£2), 

tandis  que  les  formules  1  ^9  )  deviennent 

S I  y  ~ ,  g»)  =  («  +  e  v—  )  [g  _  y(ç  _  ç0  + 
s(-  v/=T,  s)  =  (d  -  e  \Z=H)[6  -  yU  -  s"+ 
^ (- v/37"  »«")  =  ( 3  — ev/Zri)[ë-+  /(«  —  «■  ~ 

ÇEuvres  <iv  C.  —  S.  I.  i.  III. 


(56) 


rlt'' 

-')v^J. 

—  «"' 

ïv^], 

-5 

-')v^l, 

-a  ' 

—  b 

v^T]- 
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Ajoutons  que,  dans  ces  dernières  formules,  on  pont  .toujours  sup- 
poser o,  t  premiers  entre  eux,  attendu  que,  si  o,  z  avaient  pour  facteur 
commun  une  certaine  puissance  de  />,  on  pourrait  évidemment  faire 
passer  ce  facteur  dans  les  quantités  o,  y.  Cela  posé,  si  l'on  nomme  a 
et  s  les  racines  primitives  des  deux  équivalences 

.r4=  i         (mod./?), 
(58)  ./•''==  i         (mod./j) 

et  p'  la  plus  haute  puissance  de  p,  qui  divise  à  la  fois  o  et  y,  A  devra 
être  tel  que  des  quatre  rapports 

, .    .  ${a,s)       ,1(a,s")       §{—a,s)       $(—a,su) 

pK  p).  j,).  pi 

l'un  au  moins  soit  équivalent,  suivant  le  module/?,  à  un  nombre  fini 
différent  de  zéro,  aucun  d'eux  n'étant  équivalent  à  -•  De  plus,  en 
posant 

(60)  [x  = ?.>.,  S  r=p'x,  y  =  />xr, 

on  tirera  de  l'équation  (55  ) 

(61)  pV-=(ài+Ei)(x*-p-vy'-). 

Si  u.  se  réduit  à  l'unité,  alors  cc2-hvy2  étant  >i  ('),  il  faudra  que 
l'on  ait 

(62)  Ô2-f-£2=l,  .r  +  vv'^/^ 

et,  par  suite, 

0  =  0,  t=±l  OU  §=±l,  £  =  0. 

Quant  ;i  la  valeur  de  A,  on  la  déduira  sans  peine  des  formules  (4<>). 
Soit,  en  effet,  v'  le  nombre  de  ceux  des  indices 

(63)  1,     «2+v(i  —  u2),     w'+vfi-H1),      ...,     «v~3+v(i  —  uy~  ') 
I  '  )  FoiY  la  Note  II  à  la  fin  du  Mémoire. 
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qui  sont  équivalents,  suivant  le  module  /?,  à  l'un  des  suivants  : 

I,      2,      6,       .  .  .,      — - — , 

et  v"  le  nombre  de  ceux  des  indices 

(64)  m-v(i  — «),     «34-v(i  —  /à),     ...,     uv~3+v(i  —  u?~3) 

qui  remplissent  la  même  condition, 


2       4 
sera  évidemment  le  plus  petit  des  quatre  nombres 

(6o)    ■  -v', v'    ,      -v, v 

V         '  2  2  \        2  /  2  2  \        2 

Application.  —  Soit 

v  =  5. 

On  pourra  prendre 

»  =  2,  M-=  4.  «3  =  3 

et  les  formules  (23),  (24),  (2G)  donneront 

-s—  =R«,9J       nv— i,s\)    =-5 — 

(  *(-  y/^T,  c)  =  %^  =  R1Illt,        *(-  y/" ,  s.)  =   %^   :  =  R7,3. 

De  plus,  si  l'on  pose 
R,,9=  a0-i-  a,o  +  a2p2-i-. . . +a19p10=:  a0+  a,ç  \f^~i  —  a2ç2  —  a3ç3  v'—  1  +  •  •  -, 
alors,  en  ayant  égard  au.:  formules 

*(-  \  ^  s)  =  -?(- \^~ , ;4)>       £(-  V37'»  s2)  =  K-  \~i,  s'). 

on  trouvera 

a2—  a12  =  —  (ag—  a, 8),        a4—  au  =  —  (a6—  a16), 
a  |      a  1  !  =  a  3  —  a  j  9 ,  a .,  —  a  lt  =  a  T  —  a ,  7 


(66) 
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et,  par  suite. 

Ri. 9=       a0— a,o— (a2— a,j)(ss+  ?3)  +  (a4—  au)(ç  +  ?4) 

J-  [a5  —  aIB—  (a3-  a13)(çs-f-ç3)  +  (a,  —  a„)(s  -+-  s*  )]  y/11!. 

On  tirera  d'ailleurs,  de  la  formule  (19)  du  paragraphe  I, 

£(—  !,€)=—  I,  #(l,ç)=— I, 

et,  par  suite. 


a0  —  a3  -+-  aI0  —  aI3  —  —  1 , 
ai  —  a6-i-  an  —  aic=  o, 
a2  —  a7+  a12  —  a'n  =  o, 
a3 —  a8-f-  ai  :i  —  a18  =  °> 
a4  —  a9-+-au—  aI9=o, 


y 0  ~ i~  a5+  &l0-h  a15  —  —  1, 
a,-t-  a6+  a,t+  a16  =  o, 
a2-t-  a7  +  a12-+-  a17  =  o, 
a3  +  a8-t-  a13  +  a18=o, 
a* -H  a94-  au-t-  a19  =  o; 


puis  on  en  conclura 

aio  =  — '  —  a0,        an=:—  a,,        a12  =  — a2,        au=r—  a3,        alt  =  —  a4, 
ai5  =  — a5,     .  ai6  =  — a6,         a17  =  — a7,         a18  =  — a8,         aI9t=  —  a9; 

Ri,9=i4-   2a0+a2— a4—  (a2  +  at)(ç  —  s2  —  ç3-+-  çl) 

H-  [aa,-+-  a3  —  a,  +  (a,  —  a3)(s  -  ç2—  s3+  s4)]  v/=rT- 

Enfin  la  formule  (55)  donnera 

(67)  />  =  (ê-+5y2)(ô2-r-e2) 

et,  comme  ê2  +  5y2  surpassera  l'unité  ('),  on  en  tirera  nécessairement 

(')  22-r-  5 y-  pourrait  se  réduire  à  l'unité  si  l'on  supposait 

6*  =  r,        y2=o. 

.Mais  alors  la  formule  (67)  deviendrait 

0-  ~  ï2  =  p 
et  l'on  tirerait  des  équations  1  69  l 

4jd  =  4(82-4-  e»)  =  IIi,..,n3,7. 

ce  qui  est  absurde,  puisque  ni  II,,.,  ni  113>7  ne  sont  divisibles  par  p.  Donc  la  supposition 
que  S2-*-  5y2  se  réduit  à  l'unité  doit  être  rejetéc. 
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Donc,  tout  nombre  premier  de  la  forme  20a? -f-  i  est  en  même  temps 
de  la  l'orme  o2-h  5y2,  en  sorte  qu'on  peut  satisfaire,  par  des  valeurs 
entières  de  r,  v,  à  l'équation 

(68)  p  =  jc-  +  ôj2. 

Quant  aux  valeurs  de  x  =  o,  y=  y,  elles  pourront  être  déterminées 
à  l'aide  des  formules 

Rii,i.=^(—  \  ~ ,  s)  =  (0  -  s  v  ''=i)[s  -/(,--  ss-  s3-t-  s*)  ^=i|, 
Ri3,i:  =  -T(\  ">«*)  =(à-he\  -  i)[z  —  ■/(«  —  «s  —  «3 -+-  «v )  v^— "»" J • 
Ri, 9    =J(\/—  1,9)      ={'8-\-£\f^ï)[ë-hy{ç  —  çs—  ç3-+-ç*)v/— ^]. 

R3,7  =  J(— v  ~,e)  =  (0  -  s  v/=rT)[ê  +  y(s-  s1—  «»+«*)  ^T], 


desquelles  on  tire 

|    Rt)9+  11,3,17=2(0  -r  £  V  —  0S> 

(  R3.7-t-  R,,.10=  2(0  —  s  y7—  i)c 


(69) 

et,  par  suite, 


(Ki:9+RI3,,7)(R3.7  +  Ri,,19)  =  4(o2  +  £2)£2-^4S2, 
puis,  en  remplaçant  p  par  /•, 

i€i  =  n,,,n3i7  =  4^'2, 

(70)  as«slnlf,n,,T. 

-4 

Comme  on  aura  d'ailleurs 

0=O,  £=±1  OU  0=±1,  £=0, 

on  tirera  des  formules  I  69  I,  en  y  remplaçant  p  par  r, 

±nM=n3,7. 

Exemples.  —  Si  l'on  prend  p  ==  41,  on  trouvera 

n37  =  —  n,,9=  i5         (mod.40» 

'  — _  ''  '  2°  —      -  —  3fi 

4  4 
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Effectivement 

4 1  =  36  h-  5  =  6-  -+-  5 .  i 2 . 


Si  l'on  prend  p  —  ioi,  on  aura 


nli9=n37=-i8, 

S\2 


il. 

\  2    / 

Effectivement 

ioi  =  8i  -+-  20  =  g2+  5.2S. 

Si  l'on  prend  /j  ==  Gi,  on  aura 

57  =  3, 

_   3o.29.28    _  ^_o, 

11,  9  —  —  =  —  2"  =  64, 

1.2.0 

27.26.25.24.23.22  .,. 

n».i=<-37)       4-5.6.7.8.9        ^~34' 
.r2  =  —  )72  =  —  289  =  16  =  —  45. 

Effectivement 

61  =  16  -+-  45  =  42+  5.32. 

Soit  encore  p  =  181.  On  trouvera 

et  =  9, 

_  90.89. 88.87. 86. 85. 84. 83. 82  =  __  J  '-3.5. 7.9.  n.i3. 15.17  _  _  o 
1.2.3.4.5.6.7.8.9  1       1.2.3.4.5.6.7.8.9 

x"-  =  —  5j2  =  ±(-V=±i=:rpi8o. 

Effectivement 

1 8 1  =  1  4-  1 80  =  1-  -+■  5 .  62. 

Seconde  application.  —  Supposons 

v  =  i3. 

//  sera  racine  de 

//H=i        (  mot!.  i3), 

cl  l'on  pourra  prendre 

h  =  2, 

w°==i,  u  =2,  u2=4,  «3  =  — 5,        "''  =3,  «5  =6, 

u<  =  —  1,        a7  =  — 2,        "H=-4,        «9=5,  «10=-3,        «"  =  —6. 
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Cela  posé,  les  termes  «le  la  série  ((33)  seront  équivalents,  suivant  le 
module  4«i3  =  52,  aux  quantités 

i,         4  —  3g  =  \- ,        3  —  26  =  29,         — 1  -(-  26  =  2.5, 
—  4  +  65  =  9,         —3-^52  =  49, 

dont  quatre  sont  renfermées  entre  les  limites  o  et  26,  tandis  que  les 
termes  de  la  série  (64)  seront  équivalents,  suivant  le  même  module, 
aux  quantités 

2  -i3  =  4i,         — 54-78  =  21,        6  —  65  =  4.5,         — 2-4-39  =  37, 
5  —  52  =  5,         —  6  -4-  39  =  33, 

dont  deux  sont  renfermées  entre  les  limites  o  et  26.  On  aura  donc 


1  ,                             I    /  V  —  I              ,  \                              I      „                             I    /  V  —  I 
-V'=2, V        =1,  -v"=l, V"   I 

2  2  V        2  /  2  2   \        2 


et,  par  suite, 


>  —  -  v  ~  r>  —  j 


,  IV   —  5  V  3  .,  „  , 

À  =  I  H ; =  I  -+-  I  =  2  ,  IX.  = 2  À  =  O  4  =  I  • 

24  '2 

Donc  on  pourra  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

(72)  p  =  (8*+ *){**+ rty»), 

et  comme  x2 -h  i'\y'2  surpassera  l'unité  ('),  attendu  qu'on   ne  peut 
supposer  y  =  o,  y  =  o  (;),  on  aura  nécessairement 

(73)  x-+i3y-  =  p, 

O  =  O,  2=±I  011  Ô  =  ±  I  ,  £  =  0. 

(')  Si  y  s'évanouissait,  les  formules  (56)  donneraient 
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On  tirera  d'ailleurs  des  formules  (s3)  et  (26) 


(74) 


l     My  — r,ç;    =  ^ =  />R,.,5  R9.17R29,49, 

1         /     ©M  €>„  04s  0,7  0S  0,. 

I     .Tfy   -!,;'■;=  '        -'        g        "  "    =/>R37.;|R».5R33.45, 


et,  par  suite. 

'""'"  =1        (mod.jo)  ("), 

J(«,  *«) 

ce  qu'on  ne  saurait  admettre,  eu  égard  aux  équations  (74),  en  vertu  desquelles  on  a 

3 (a.  s)  .        . 

- =0        (moa.p). 

(")  II  est  bon  d'observer  qu'on  doit  entendre  ici  par 
ce  <j ne  devient  le  rapport 

quand  on   y  substitue  a  au  lieu  de  y  —  i   et  ç  au  lieu  de  s,  après   l'avoir  transformé  à  l'aide  de   la 
formule  (12)  du  paragraphe  I,  de  manière  que  ces  substitutions  ne  rendent  pas  le   numérateur  et  le 
dénominateur  simultanément  divisibles  par-  p.  Sous  cette  condition,  la  remarque  qu'on  vient  de  faire 
est  exacte  et  pourrait  être  exprimée  dans  les  termes  suivants  : 
L'équation 

jointe  aux  formules  (68),  donnerait 

"1,85  "9,11  "39,49  =   "31,41  "51 ,5  "33,45  J 

puis,  en  ayant  égard  à  la  condition 

R        -         /'         _  /' 


qui- subsiste  quand  aucun  des  nombres   h,  h,  h  ■+■  A   n'est  divisible  par  n  =  4v  =  'f.ii  =  02,   on   en 
conclurait 

P  "31,41  "39,49  =    "51,31  "  13,35  "31,41  "33,45- 

Enfin,   en   remplaçant  dans   la  dernière  formule    y' — i    par    a,    ;   par    s,  et   généralement    R,,  t    par 
—  "„_i,  ,,-n*  on  trouverait     • 

/'lLi.1".,,,-    ^.jjDj^n.sun,,,  (mnd./;). 

ce  qui  est  absurde,  puisque  aucun  des  nombres 

»,,::,.   n9)l1,   n]Sll,   11, v 

ne  sera  divisible  par  p.  Le  rapport  outre  le  premier  et  le  deuxième  nombre  de  la  dernière  formule  est 

précisément  ce  qu'on  doil  entendre  par  l'expression  -; '—L. 

•7  (  a,  s»  ) 
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puis,  des  équations  (24)  et  (2G), 

,     „%  (    ^(—\/Ir'iÇ)     = />RS1,Ï7  1*43,35  1*28,3, 

<■:■>>  \   .,     , 

D'autre  part,  o2  h-  es  étant  réduit  à  l'unité,  les  formules  (55),  (56) 
donneront 

/>6-g*-+-I3yïJ 

4  e*=  [*(V=7,  s)  -h  ^(vCï,  s-)]  \H-  v/^.  s)  +  *(-  v^,  ««)], 

ou,  parce  (|iie  r>—px'-,  on  trouvera 

'4/>^=  [#(/=!,  s)  +  *(/=7,  s")]  [-f (-  v'=ï,  s)  +  -ï(-  s/=T,  c*)] 

=  />,(R|,»R9,17R»,M4-R37,MR»l,5Ra»,*5)(RH,ï7R*3,35R3,23  +  Rl5,tlR31,47Rf9,7) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,_  I  |  H|,.H,n  R»,,5       \  /  R3.2,  R....5R»..: 

~4\   k»;m      /K11,;n,Jvn1,ai,n  ''   r5.2. 

ou  bien  encore 

„__>/  Rî9.»  R37.W  R33.»\    /R»7.g.R».t3       ,  R3I.47 

'4\rRtT.'»|RM.4I  R3,,47  '\  RM,49  P  R37,4I  R33,4S 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  remplace  p  par  r,  on  tirera 
(76)  r--T— p n (mod.  p). 

-4  "S, Il  "3,23 

Comme  on  aura,  d'ailleurs, 

#(v/=i, s)  =±  f(-  \ -^T,  s"),       $(-  \/zr>»  s)  =  ±l$W=ï,  6"  >, 
on  en  conclura 

1*1  I  .15  "T.  11 |_    H|  .25^3.1: 

ii:,.„  nM3 

et,  par  suite. 

(77)  .        'r==(ïï-nTTr,)- 

OEuvres  de  C.  —  S.  1,  t.  III.  6 
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On  aura  de  plus 

26crl  2655  —  I  ).  .  .(2,5ct  -+-  i) 


n,,2S 


1  .9.  .0  .  .  .  ET 
2657(265?  —  l)...(23cT-l-l) 


(78)  n3,23- 

v  '     '  l  .  2  .  3  .  .  .  3  53 

26 m  (  26 OT  —  I ).. . .  (  1 7  HT  -t- 


n,,„: 


r .  2 . 0 .  .  .  9  nj 

Exemples.  —  Supposons 

/>  =  53. 
On  aura 

BT=  1, 

n,,.,5=26  =  —  -, 

n        26.2.5.24        •  1.3.5 

"3.2:! —  ô —  = ô  ~  =  ^' 

1.2.3  81.2.3 

_  26.2.5.2^  .23. 22.2  1 .20.  19.  18  _     3    7  .9.  1  1 .  i3 .  i5. 17  5_ 

1.2.0.4.0.6.7.0.9  14      4-5.0.7.8.9  4 

1  II,,i5H9,,7  _  3  = 

2  n,,2:i    -3-'1 

Effectivement 

53  =  1  -j-5a  =  1  -1-13.2*. 
Supposons  encore 

On  trouvera 

m  =  3, 

n       _  78-77-7D  _       '   1-3..5  _       5 
'■2i  1.2.3  8i.2.3_         16' 

Ho. i:  _  _i_   1  ; >  ■  2  1  .  2.3 . 2,5  .  27  .  29 .  3 1  .  33 .  35 .  37 .  39 .41.43. 45 .  47  ■  49  -  5 1  .  53 
nî>23        218  ro.  11 .  12. 1 3. 1 4.  x 5. 16.  17. 18. 19.20.21 .22.23.24.25.26.27 

_  _i_  29 . 3 1 . 33 . 35 . 07 . 09 .'n. 43 .45.47.49- :> '  -53  1 

218  1  o .  1 1  .  1 2 .  1 3 .  1 4  •  1  5 .  1 6 .  1  7 .  1  s .  >o .  22 .  24  •  26  ~~        2  ' 


Effectivemenl 


2 

n3,2 

3 

~  64  = 

—  2 

2, 

xl  = 

3±(a 

2)s  = 

±i3  = 

=P  1 

■  44. 

■;>7 

=  '  Va 

+  i3 

—  1  >.-  - 

i3 

.  1'-. 
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§   III.  —  Sitite  du  même  sujet. 


Reprenons  les  formules  <  \  )  et  (  5  )  du  paragraphe  II.  On  en  tire 

•  §(  y.1',  5  )  =  ■'  (  y.1',  q""-  )  =  .i(y.'>,i"i)=...  =  J(y./<,  s"'"'  ) 


e  v(v_n 


ot  l'on  trouve  de  la  même  manière 


(») 


»   v,v-l,; 


On  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (2)  du  paragraphe  II, 

"«"■-(-evl  i,-u"  1  —  "«"'-t-t'v;/i-H/i(i)— «"*)■ 

Enfin,  comme,  en  supposant  v  premier,  on  aura 

v-  1 

//  -   = —  1         (niod.v), 
on  trouvera,  si  v  est  de  la  forme  \x  -+- 1, 

(3  )  S{  «*,  ç-«  )  =  #(«*,  ç»V)  =  #(aA,  ç) 

et,  si  v  est  de  la  forme  \.v  -+-  3, 

(  4  )  £(aA,  S"1)  =  £  (  a*,  ç»V)  =  i  (  a",  ç'<). 

Supposons  maintenant  que  eu  soit  un  nombre  premier  et  nommons  a 
une  racine  primitive  de 

(5)  >'•'-' =  0        (mod.co). 
Si  l'on  prend 

(6)  §{<x,  ç)g(aa\ç)...  £(«*"-',  «)  =  «(«,  s), 
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on  aura 

(;)  ?(a,b-)  =  ?(a«!,  Ç)=...  =  <p(a*0-S,  ç), 

(8)  #(  y.",  g)  -T"(aa3,  ç).  .  .£(«a,M,  s)  =  <p(«a,  s), 

(9)  ?(«*,  ç)  =  o(aa',  ç)=...=  <p(«""_1,  ç). 


m  — i 


On  trouvera  de  plus 

a   -    =  —  i         (mod.ûj). 

Cela  posé,  si  co  et  v  ne  sont  pas  tous  deux  de  la  forme  L\x  4-  i ,  on  aura 

<p(»,  ç)  =        a  -+-  b  (y.  4-  aa' 4- .  .  .4-  a*"-')  4-  c  (aa4-  aa54-.  .  .4-  aa'"~J) 

-4-  [  a'  4-  //  (  y.  -+-  a"2  4-  .  .  .  4-  a'1""5  )  +  c'(«"+cC,  +  ...+  aa<u-J  )]  (  ç    4-  ç"!  4- ...  4-  ç"7"'  ) 
+  [a"->r  //'(a  _(_  a«5+.  .  .+  a*"-')  4-  c"(aa4-aa,4-.  .  .4-  oca'^'-')]  (ç"4-  çK'  +  .  .  .  +  ç"M), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

2  y  (oc,  ç)  =        2  a  — b  — c  -+-  (b  — c  )(a  —  art4-a"! — ...4-  a"1"-1 — a"'*~') 

4-  [2  a'  —  b'  —  c'  -t-  (6'  —  c')(a  —  xa -h  oca'!  — .  .  .  ■+■  a*"-1  —  a*"-*  )]  (  ç   4- s»  4-...  4-  s"v"3) 
4-  [ 2  a"  —  //'  —  c"  4-  (  6"  —  c*  )  (  a  —  a"  4-  aa""  —  .  .  .  4-  «"'""'  —  a""'1  )]  ( ç" 4-  ?" 4-  .  .  .  4-  ç"'"1), 

ou  enfin 

49(a,  ç)  =  2(2«  —  6—  c)  —  (2a'—  b'  —  c')  —  (2a"—  b"—c") 

4-  [(2a'—  6'— f')—  (2  a"—  6"—  «")](?  —  ?"4-?"'!  —  ...4-?"v-1  —  ç"v_3) 
4-  [2 (b  —  c)  —  (b'—  c')  —  (b"—  c')](oc  —  oca  +  oc":  — .. .4-  cf""-  aaU_1) 
4-  [(b'  —  c')  —  (b"-  c")](ç  —  c"  +..'.—  ç"'"2)  (oc  —  a«  4-. . .—  a""-3). 

Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

A  =i(2a  —  b  —  c)  —  (2a'  —b'—c')  —  (2  a!1  —  b"  —  c"), 
B  =  2(6  — c)  —  (*'  —  c')  —  (b'—  c"), 
C  —  ia!—  b'—  c'  —  (iav—  b"  —  c"), 

h  —  (b'  —  c')  —  (b"—c"), 

les  quatre  nombres  A,  B,  C,  I)  seront  tous  pairs,  ou  tous  impairs,  et 
l'oi^aura 

1    \co  (  a,  ç)  =  A  4-  B  (a  —  aa  + . . .  —  a""  J  )  4-  C(  s  —  ?"  4- .  .  .  —  ç"""3) 
(  '  °  ) 

/  4-D(a  —  aa4-. . .—  a°u  ')(ç  —  ?"  4-  .  .  .  —  ?"v^). 
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Si  v  et  w  étaient  tous  deux  de  la  forme  \x  -+- 1,  alors  l'expression 

?0,ç)  =  <p(a-1>  S~l) 

se  réduirait  à  une  puissance  entière  de  p,  et  l'équation  (10)  prendrait 
la  forme 


en  sorte  qu'on  aurait 


4?(«,  s)  =  A, 


B  =  o,         C  =  o,         D  =  o. 

Lorsque  co  et  v  ne  sont  pas  tous  deux  de  la  forme  4-r  4-  i,  le  produit 

q>(«,  ç)<p(a"1,  ç-1) 
se  réduit  à  une  puissance  entière  de  p.  On  a  d'ailleurs  généralement 


(12) 


(  y.  —  aa  -+- , 


')*=(-,)    *    w, 


(ç  —  ç»H-...—  S»M)«  =  (—  i)   2 


•  De  plus,  on  tirera  de  l'équation  (io),  en  y  remplaçant  successivement 
a  par  <xa  et  ç  par  ç", 

4<p  (  a,  s»  )    =  A  -+-  B  (  a  —  a* -H...—  a*"-'  )  —  C  (  ç  —  ç»  + . . .  —  çav~'  ) 


(i3)    < 


—  h{cc  —  x"-h.. 
4o(a",?)    ==A  —  B(a  —  «•-+-.. 

—  D(3t  —  aa4-.. 

4«p(aa,  s")  =  A  —  B(a  —  «a-h.. 
-+-  D  («  —  a*  -+- . . 


—  a""-2)  ■+-  G(S  -  ç"  +  .  .  .-  ç"""2) 

-««M)(«-!,+  --«,M). 

_  «a»-»  )  _  C(  s  -  s""  +  ■  •  •  —  Ç"""!  ) 

-  a«-')(ç  —  «;«  +  ..._  s»~); 


et  l'on  trouvera  :  i"  en  supposant  w  et  v  de  la  forme  \x  -+- 1 , 
<p(a,  ç)  =  «(a-1,  ç)  =<p(a,  ç-1)  =  9(a_1,  S"1); 

2°  en  supposant  v  de  la  forme  \x  -+-  i  et  w  de  la  forme  4^  •+-  3, 
ip(«,  s)  =  «(a,  ç-1),        <p(«a,  s)  =  ?(«_1,ç_1); 

3°  en  supposant  v  de  la  forme  \r  -+-  3  et  a>  de  la  forint'  ia?  -h  i, 
(p(a,  s)  =r  <p(«-S  s),        <^(a,  ç")  =  <p (a-1,  s-1) ; 
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V  en  supposant  v  et  co  de  la  forme  '\x  -+-  3, 

?(««,  ?")  =  ?(a-1,ç-1)- 
Donc,  si  l'on  l'ail  généralement 
(i4)  <p(«»s)  ?(«"',  s-1)  =  />*, 

on  aura  :  i°  en  supposant  v  de  la  forme  /(.r-t-i  et  co  de  la  forme  4x'-t-3, 
(  1 5)  />*=  (?(«,  g)  <p(ec«,  ç  )  =  <»(  a,  g"  )  cp(aa,  ç"  )  ; 

2°  en  supposant  v  de  la  forme  \x  -t-  3  et  co  de  la  forme  L\x  -+- 1, 

(16)  />*=©(«,  s)o(«,  s")  =  <?(aa,  s)o(a",  s"); 

3°  en  supposant  v  et  co  de  la  forme  l\x  -+-  3, 

(i7)  />*=<p(a,  s)  ©(«»,  s")  =  ?(«,  s")  ?(««,  s). 

Si  maintenant  on   substitue  dans  les  formules  (i5),  (iO),   (17)  les 

valeurs  de 

Q(«,s),    Q(«a,  s),    Q(«,c»),    Q(*a,  s") 

tirées  des  équations  (10),  (i3),  on  trouvera,  en  ayant  égard  aux  for- 
mules (12)  :  i°  en  supposant  v  de  la  forme  !\x-\-\  et  co  de  la  forme 
f\x  -4-  3, 

(iS)  i6/>*=A2+uBî  +  vCi4-covD*,         AC  +  wBD  =  o; 

20  en  supposant  v  de  la  forme  !\x  4-  3  et  co  do  la  forme  lyx  -+- 1, 

(19)  rô/jA— As4-uB2+vC*4-  «avD»,         AB  +  vCD  =  o; 
3°  en  supposant  co  et  v  de  la  forme  4^  -+-  3, 

(20)  ,(;,/  — a2+mB--4-vC24-mvD2,        AD  — BC  =  o. 
On  vérifie  les  équations  (18)  en  prenant 

A  =  65,         B  =  6e,         C  =  —  wys,         I)  =  yo 
et,  par  suite, 

(  '.-.  1  )  1 6pk  =  (  o2  -+-  w£2  )  (  S2  -+-  vor/2  ), 
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ou  bien 

A  =  v>=o,         R  =  Se,         C  =  —  -/;,         D  =  yà 

et,  par  suite, 

(22)  i6/>*=  (ud*  +  ci)(uo2  +  vy1). 

On  vérifie  les  équations  (19)  en  prenant 

A  =  Sd,  .      R  =  vye,         C  =  —  6e,        D  =  yo 
et,  par  suite. 

(23)  i6/)*=(ô1+ves)(ê24-  wvy'), 

ou  bien 

A  =  vëô,         R  =  y£,         C=— êe,         I)  =  yo 

et,  par  suite, 

(24)  1 6p*  =  (  vô»  --  c2  )  (  vS-  +  wys  ) . 

Enfin,  on  vérifie  les  équations  (20)  en  prenant 

A  =  So,         R  =  Sî,         C  =  yo,         I)  =  ye 
et,  par  suite, 

(25)  16/)''  =  (o24-  oj£2)(o2+  vy2). 

Applications.  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
v  =  5,         (ii  =  3,         cùv  =  1 5  ; 


on  aura 


v  =  -  =  -  =  —  1         (  inod.  3  )  ; 


u=z2,        a  =  2;        //"  — 1,        «  =  2,        //2=4,        «3=3        (mod.5); 

UOT+  rv(/i  —  m"1)  =z  11'" —h  (h  —  «"*)  =  6//'"  —  .")//, 
#(a*«)   =  £(<**,«*)  =r-  e°-**Q»--**   --  6r'-3/'0|-5/'- 


®30     10/1  ©   -li) 


_  Qii-sftQig-ô//  _  Qii-s/iQ..  -,/, 


"30  —  li'/t  *"'      LO/l 


(»9) 


(3oj 
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on  trouvera  par  suite 

©,04  ©,©; 


tp(«,  ç)     =#(*,  ç) 


(-> 


(■>. 


=  Ri.*, 


(26) 


9(a*,«)  =#(_««,  ç)  =  "  q  "    '  —  R-i,-t=Ru,n, 

0-O_.,        „  ,. 

o(a,  ç-)  =  3  (a,  ç2)  =    — ^ —  =  K7_*    =  K7,is> 


9(«»fS«)  =#(««,  ç«)=   ^~7  =  R2, 


*2,8« 


IÔ 


fi-uï 


y2) 


Cela  posé,  on  aura 

p'-  =  9(«,  ç)9(«2,  s)  =9 (a,  ç2)  9  (a2,  ç2)  —  RMR1411  =  R7 ilsR, ,8=jp, 

â-  =  i 

et  la  formule  (21)  ou  (22)  donnera 

(27)  i6/j  =  (ô2  +  3£2)(ê2 
ou 

(28)  i6/?  =  (es-+-3<32)(36 

Revenons  aux  formules  (10)  et  (i3)  et  supposons  v  de  la  forme 
\x  -+■  1  et  oj  de  la  forme  l\x  -+-  3.  On  trouvera  :  i°  en  prenant 

A  =  6d,        B 
4<p(a,  s)     =[3  +  ï(«- '««  + 


72)< 


:6e, 


l9(«,  S")    =  [3  +  e(a  —  a"4- 
49(aa,  ç)    ='[3  —  e(a —  a"  -+- 


.\  9  (aa,  ç")  =  [8  —  e  (a  —  a"  -+- 
Si  l'on  prend,  au  contra 


C  =  —  uye,        D  =  y<$, 
._a«— )][6-t-y(ç-ç»  + 
.-«-—)]  [6-  7  (ç-ç»  + 

,-«a°-J)][ê  +  7(s-s"  + 


—  ç»M)  (a  —  a°+ . . . —  a"""')], 

—  5»"-2)  (a  —  aa  h-  .  .  .  —  a*"-')], 


-S»M)(« 


aB-+- 


=  MOO, 


re, 

R  =  6s, 


C  =  - 


011  aura 


70, 


♦  9(«,  ç)  =[e  —  ô(a  — «"  +  ...-  y:'"  >||  g  (a  —  a*  4-...—  y.""")  —  -/{ç  —  ç" 
i <p («,  ç")  [e  —  ô(a  — ««■+.. .  —  «au_a)][  6(a  —  a<  +...—  a"—')  +  /(«  —  ;"■ 
49#(«a,  ç)    =  [e  4-0  (a  —  a"+...—  a""  ')][—  g  (a  —  aa4-...—  a"'"  "')  —  y(ç  —  s" 


49(aa,  ç")  —  [e  +  o(a  —  ««  +  ..._  3c«u  ')][—  6(a  —  a"-h...- 


y(i 


— suM)i, 


MÉMOIRE  SUR   LA  THÉORIE  DES  NOMBRES.  19 

Dans  les  équations  (29),  (3o)  on  peut  toujours  supposer  e,  0  premiers 
entre  eux  et  faire  passer  les  facteurs  communs  qu'ils  pourraient  avoir 
dans  ë  et  y.  De  plus,  si  les  quatre  nombres  A,  B,  C,  D  sont  impairs, 
0.  y,  0,  1  devront  l'être  aussi,  et  l'équation  (21)  se  partagera  en  deux 
autres  de  la  forme 

(3i)  îpk  =  <32-t-  w£2,         (\pk'=&-+-v<ùyi, 

ou  l'équation  (22)  en  deux  autres  de  la  forme 

(32)  ^''=£!+(jr,'        4/>*"=  0)6*4- vy*. 

Si,  au  contraire.  A,  R,  C,  D  sont  pairs,  0,  y  seront  impairs  et  les 
équations  (21),  (22)  se  partageront,  ou  comme  on  vient  de  le  dire 
lorsque  0,  1  seront  impairs,  ou  dans  le  cas  contraire,  ainsi  qu'il  suit  : 

(33)  j»*'=  #■+-&**,         V'=  (  -)'-t-vo  (  J)\ 
(  34  )  />* '=  £2  +  ad»,        4/>*"  =  0,  (  !  )V  -/zV. 

Ajoutons  que  l'on  déterminera  facilement  pK"  en  cherchant  la  plus 
haute  puissance  de p  qui  divise  simultanément  les  deux  produits 

<p(«,ç)<p(a,çB),     <p(aa,ç)<p(aa,ç»), 
qui  se  réduiront,  si  l'on  admet  les  formules  (29),  à 

—  [o-h  c(sc  —  ?."-+-.  .  .—  a"'"-2)]  (ëî  +  va)y2), 
_L[a_£(«  _««-*-. . ._  a«»-)]'(ë!  +  W/=), 

et,  dans  le  cas  contraire,  à 

-[z   >-d(a  —  «°  +  .  ..—  aaa~')]  (w^  +  vy*), 

ë[e  —  ô(a  —  aa  ■+...—  /"")]!(wc'+  vy*). 

Supposons,  comme  ci-dessus, 

u  ^=3,         v  =  5,  cov  =  i .')  ; 

OF.uvres  <U  C.  —  S.  I.  t.  III.  7 
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on  aura 

R-   13 

o(a,ç)o(a,çu)     =RKi    R.7,13  —  />  p   '     » 

"14,11 

T> 

?(««,?)  <p(a",ç»)=R,M1R2,8  =/'-ôiilii- 

«13,7 

Doue  alors  £"=1,  et  comme  on  a  trouvé  k  =  \,  on  aura  nécessaire- 
ment k'  =  o.  Par  suite,  la  somme 

<r  -t-  'j)î'2         ou         es  -+-  wo2 
se  réduira  nécessairement  ou  à  l'unité,  ou  à 

4  =  1  -H  w  =  1  +  3 

et  les  nombres  €,  y  vérifieront  l'une  des  formules 

4/?  =  62+i5yS  4/?  =  3S2h-  5y2, 


D'ailleurs,  les  seconds  membres  de  ces1  dernières  formules  seraient 

e 

et 
2 

g 

2        2 

doivent  être  pairs  et  l'on  peut  résoudre  en  nombres  entiers  l'une  des 

équations 


g 
divisibles  par  (S  si  6  et  y  ou  -  et  -  étaient  impairs,  tandis  que  les  pre- 
miers membres  sont  divisibles  seulement  par  4-  Donc  6  et  7  ou  -  et  - 

1  I  o  o 


jo  =  ,r2  +  i5v2,         />  =  3.r2-t-  5 y2. 

Or,  comme  on  a  généralement 

x*-  =  ±:  1        (  mod.5), 
on  en  conclut 

3^c2+5/2  =  ±2         (mod.5). 

Donc/»  étant  de  la  forme  i3X-*-i  ne  pourra  être  en  même  temps  de 
la  forme  3a?2  -h  5  y-,  et  tout  nombre  premier  de  la  forme  i5.z  -+- 1  véri- 
fiera la  formule 

(  35  )  p  z=  x^-+-  i5y-. 
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II  reste  à  trouver  la  valeur  de  r. 

Or,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  aura  :   i"  si  l'on  suppose 

0"  ■+■  ODS"  =  I  , 

1 6p  =  €2  •+■  1 5  y3  —  1 6  {x"-  -+-  1 5y2  ), 

2°  si  l'on  suppose  S2  h-  coeJ  =  4, 

4/>  =  Se -I-  i5y*  =  [\(x-->r  i5/2), 


^-(ô2+^2),  r*=^(ô*+0)£î). 


o-  b' 

76  —  Tê 


ib 


On  aura  donc,  dans  tous  les  cas, 


S2    .  y2 

x*  =  -tt(o2+  Wc2),  r2= -^(cr-l- &j£2). 

16  y         16 


D'ailleurs,  on  tire  des  formules  (29)  et  (26) 

?(x,ç)?(î(a,Ç«)  =  ^(oî+i)î!)[Ô+y(;-ç»  +  ...-r,)(îi-a"- 
o(aa,ç)o(a,ç")=  ^(o2+o,£2)[S  —  -/(«—  ?«  +  .  .  .  —  s— )(«_««. 


.-«aM->)]2=Rt4,llR7,U. 


On  aura  donc,  par  suite, 


-  (Ri4,iiRt,i8+  Ri,*Rî,8)  =  x*~ —  (ùvy%  =  .T2  —  l5/2, 


puis  on  conclura,  en  remplaçant  p  par  r, 

x"1 — \5y*=  -  ni)Vn,8        (mod./j) 
et,  comme  on  aura  de  plus 

.r2-!- 1*5/*=  o         (mod./>), 
on  trouvera  définitivement 


x2  =  —  1  5  y-  =  y  n,  ; n2  8. 

I 
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Exemples.  —  Supposons/;  —  3i.  On  aura 

nr  =  2, 
5  bj  (  5  et  —  i)...(4w-4-i)  i  o .  q         K         . 

nli4=  5 = — -  =  45  =  14, 

I  .2.3.  .  .VS  1.2 

„  I05T(l057 —  O.  •  .(Bel -I-  l)  20.l().l8.J7  „  „ 

n    = —  —         '  =5.19.3.17^9, 

1.2.3.  .  .  2  57  i .  a .  3 . 4 

2=1        '==1         =I  =  -fi=-5=  "2 

Donc 

/j  =  x2  +  1 5yi  =  1 6  -+- 1 5  =  4*  -+-  1 5 .  1 * . 


Supposons  encore  p  =  6i.  On  trouvera 


20.19.18.17  9 

11 1   t  =  .,      .  =0.10.3.17= 0.7= —  00=  —   -> 

1.2.3.4  »/  /  g 

„  4o.3g.38. 37. 36.'35. 34.33       r  a9  „     g         5 

112,8 : o      ,      -     ,. 5 =0.   17.   19.03.07.39=    -> 

I.2.3.4.O.6.7.8  '        v  '        V  2 

I    n         ri  OIO  4ô 

^=7n,,;n2,8=--  7  y  =-±,  =  ,  =  -60. 
4  242        16 

Effectivement 

61  —p  =  1  4-  60  =  I2-f-  l5.22. 

En  général,  v  étant  de  la  forme  4^  -+- 1»  w  de  la  forme  4-^  ■+-  3»  et 
0,  z  étant  supposés  premiers  entre  eux,  on  conclura  des  formules  (3i), 
(3-2)  ou  (33),  (34)  qu'on  peut  satisfaire  en  nombres  entiers  à  l'une 
des  deux  équations 

(36)  4/>/'"=X'-+vmY2,         4/^"  =  vX2+g,Y2, 

et  comme  les  seconds  membres  de  ces  dernières  seraient  divisibles 
par  (S,  si 

v  -+-  m  ou  1  H-  vu 

étant  eux-mêmes  divisibles  par  8,  les  deux  quantités  X,  Y  étaient 
impaires,  tandis  que  les  premiers  membpes  sont  seulement  divisibles 
par  i;  on  aura  nécessairement,  dans  cette  hypothèse. 

X  =  2\',         Y=2Y', 

(37)  /»*'  =  X,,-hvojY'»        ou        /'"^vF+wF. 
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Dans  ces  diverses  formules  pv>  est  la  plus  haute  puissance  de  p  qui 
divise  simultanément  les  deux  produits 


(38) 


o(a,s)9(a,S"),     o(xa,ç)o(xa,ç"). 


Soit  d'ailleurs//  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  simultané- 
ment les  quatre  expressions 

(39)  ?(«,«),     ?(«,«"),     ?(«a,5),     ?(«",«")• 

X,  Y  seront  divisibles  par  p'  ;  et,  en  posant 

X=jt>x;c,        Y=p'ky, 


fx  =  A"-2)., 


on  tirera  des  formules  (36) 
(4o)  bpv-=  #*  +  %>wj2 


ou 


4/>"  =  v.r2-f-  coj2 


D'ailleurs,  ^  étant  de  la  forme  vu.r  +  i,  la  seconde  des  équations  (4°) 
ne  pourra  être  vérifiée  qu'autant  que  l'on  aura 


et,  par  suite, 


vr=  4 

(mod.w), 

u  j2  =  4 

(mod.v) 

<•)  - 1 

V     2       =  1 

(mod.w), 

V  —  1 

u    -     =  1 

(mod.  î) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Donc,  si  l'on  a 

(40 


-J 

ij) 

— 

— 

',) 

V 

V 

(j) 

— 

— 

— 

u 

V 

=  —  I, 


on  ne  pourra  satisfaire  à  la  seconde  des  formules  (4°)  et  l'on  aura 
nécessairement 


(42) 


bpV-  =Xi-h  VWJ8 


Application.  —  Soit  w  =  3.  Alors,  si  v  est  de  la  forme  iix  -+-  5,  on 
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aura 


[]]=- 


et,  par  conséquent,  on  pourra  vérifier,  en  nombres  entiers,  l'équa- 
tion (42).  Mais,  si  v  est  de  la  forme  12X  ■+-  1,  on  aura 


et  l'on  pourra  seulement  assurer  que  l'une  des  équations  (4o)  est 
résoluble  en  nombres  entiers. 


Exemple.  —  Soient 


3,         y  =  17,         wy  =  5i 


On  trouvera 


u  —  3, 


u  —  3,         a  =  2, 
it2  =  —  8,       i/:i  =  —  7,       ir  =—4,       «5  =5,  «6  =  —  2       m1 


„9  =  _3,       „<o=8, 


«13  = —  O,  «1*=2,  «' 


-6, 
6, 


<>=-== —  =— 1         (mod.3), 

y        1 1 


${*",ç)     = 


#(«\ç»)  = 


a/n  +  ,,.,(/,  _  M/n)  ==  //'"  —  17  (/i  —  Um)  =  l8«"!—  17/*; 

©  18— 17/1  ©9— 17 A  ©30—17/1  ©15— 17A  ©33— 17 A  ©42— 17A  ©21—17/1  ©36-17» 


©17/, 
©3-17/1  ©27-IT/l  ©39-17/1  ©45-17/i  ©48— 17A  ©24-17*  ©12-17/i  ©6-17/1 


0 


17/1 


puis  on  en  conclura 

©,©43  ©13  ©49  ©16  ©23  ©4  ©19 


o(a,ç)    = 


©?7©18 


©, 


—  1*1,10    R43,25"13,4    '  »49, 19         77 

l'17 


=     Rl,16B43)25R13,4B49,19®?,  =    R.,16     R  ■.:«,•.;  R.3.4    R49.  10  />  R  17,17, 

9(a,Ç")  ^ =   R37,3lRl0.7     R22,4GR28,40©11 

=  R37,3lRlO,7     Rî2,46R28,40/?Rl7,17l 

tp(«S,  Ç)      =R5o,3sR8,26    R:)8,47R2,.-12    />R;H,:ii. 
0(U\  Ç")  =  RU,10R*|,mRi9,I    Rft',ll/»Ra4,l4< 
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En  d'autres  termes,  on  aura 

?(»,«)     =/>*g [> n » 

•«io.iî  'Vis.  H  '»  14,34 


(43) 


?(«,SB)    =  /> 

<p(«*,  s)  —  / 


j  1*37,31  **tl.46  "88.40 

Ri3.23R49.!o 


\"  .     *       .      Ru  «R3434 

Ï»:t7,3l  I»ïï,46  1*23, 10 


Or,  la  plus  haute  puissance  de^,  qui  divise  simultanément  les  expres- 
sions (43),  sera  p3.  On  aura  donc 

X  =  3. 
De  plus,  les  produits 

<p(a,ç)<p(«,ç»),     <p(a»,ç)<p(aVç») 

seront  l'un  et  l'autre  divisibles  par  p1 .  On  aura  donc 

/i  — ■  /  » 
pt  =  /.  "  —  2  À  =  7  —  6  3=  1 

et  l'on  pourra  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 
On  trouvera  d'ailleurs,  en  raisonnant  comme  plus  haut, 

î./  •>_-,  '\—  '  n'v.2"n^-^n^>-"  H,,,sii|8.tn,7.,7 
4(       07)~2     n10,:ii17i:        u8.6n.3ï 


et,  par  suite, 
(45) 


:—  ji  v 


2  R10.7R8..,,;H;!.,; 

n1,1,n4,lan5.„n11,„nlt%ïa 


IE12R7l,H8, 


En  général,  Lorsque  o>  est  de  la  forme   \x-\-"$  et  v  de  la  forme 
'i  r  —  i,  mi  peut  décomposer  l'équation  (21)  en  deux  autres  de  la 
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for  nie 

(46)  ',//"=  o2-+-co£2,        4/>*'=6*+-vwyî, 

ou  l'équation  (22)  on  deux  autres  de  la  forme 

(4;)  4/>A'=  coo2-t- £2,  t\pk'=  wo2-+-  v/?. 

Car,  chacun  des  binômes 

o2H-o)cs,      ù)02-+-£2,      c2-+-vcoy2,      wo2-t-vy2 

scia  nécessairement  impair  ou  divisible  par  4  et,  si  l'un  d'eux  était 
impair,  les  deux  termes  de  l'autre  binôme  dans  la  formule  (21) 
ou  (22)  seraient  pairs  et  divisibles  par  le  facteur  4»  qu'o*n  pourrait 
évidemment  faire  passer  dans  le  binôme  impair.  Ajoutons  que  l'on 
pourra  toujours  supposer  0  et  £  premiers  entre  eux  ou  n'ayant  d'autre 
commun  diviseur  que  le  nombre  2. 

Cela  posé,  soit  toujours  p*  la  plus  haute  puissance  de/?  qui  divise 
simultanément  les  expressions  (3q).  pk"  sera  la  plus  haute  puissance 
de  p  qui  divise  simultanément  les  produits  (38).  Ou  aura  d'ailleurs 

k'=k  —  k% 

et  l'on  pourra  résoudre  l'équation 

(48)  4/)*'-^=a;»-i-vco/î, 
ou 

(49)  4^**~iX=»**h-v/*. 
De  plus,  on  tirera  des  équations  (29) 

1 6 [<p (a,  ç)  <p(  a",  s")  ■+-  <p( «,  s")  <p( a",  s)]    =  2  ( o2  -4-  wes  )  (  6S  -  wvy*  ) 

i6[9(«,ç)<p(«,  ?«)    +  a>(««,  ç)<p(aa, ,-"  )]  =  2(  dâ— a>s*  )  (€*-+-  uvy!) 

=  8/?*"(d' —  ms'2); 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I    .T2  —  VOJ  V2  =  2  J : r ! ) 

(5o) 

I    *.  ,  9(a,s)<p(«,s")  +  ?(«",s)?(«a,S") 

[     O-   —  ù)£        =  2 jï • 

l  !>'• 

En  opérant  de  la  même  manière,  on  tirera  des  formules  (3o) 

<p(a,  ç)  o(aa,  5")-+-  ?(«,  S")  <p(aa,  s) 

(50 

/     .  Ss  <p(a.  «)?(«,  S")  +  ?(«",  «)?(«",  S") 

f     £-         —  0)0-=  2  J ! jt, ! • 

\  P* 

Si,  dans  les  équations  (5o),  (5i),  on  remplace  p  par  /•,  on  déduira 
facilement  des  formules  ainsi  obtenues  et  des  équations  (46),  (47). 
(48),  (4f))  l°s  valeurs  de  x,  v,  o,  s. 

Exemple.  —  Soient  toujours 

w  =  3 ,        v  =  5 . 
On  aura 

tp(«,ç)=iR,,4,        «p(«*,s)  =  RiMi,        ?(«,  s»)  =  R7,,3,        9(«a,  ç")  =  R,,8, 

k  =  i,  A'=o,  />"=!,  >.  =  o, 

et  les  formules  (5o)  donneront 

,  x~—  i57î=2(R1(4R2)8-+-  R7,i3Ri4,n), 
(5a)  ',  ^      o  s  R,.tR7.»+Ha.»R.4.n 

I  /' 

De  plus,  les  formules  (  \i\  )  et  (48)  donneront 

(53)  cr+3î2:=4,  Xi-i-l5yi=bp. 

Enfin,  on  aura 

Rl,4Ru,H— J?»  Rî.8Rl»,7  =  /', 

OEuvres  de  C.  —  S.  I.  t.  III.  8 
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et,  par  suite,  les  formules  (52)  se  réduiront  à 

^-i5y=a(«T.»RW«+Bïill/,Ruill)' 

Si.  dans  ces  dernières,  on  remplace  p  par/-,  on  trouvera 


X 


2-i5/2=2n,..ir,.s 


<■"'•'  ■   M      a  .  /H,  t       n.2.8\         (mod./>); 

puis,  en  combinant  les  formules  (54)  avec  les  suivantes, 

ô2-t- o£"-=  4,         .r2-f-i5y2=o         (mod./j), 
on  trouvera 

x*  ==  —  i5  v2=  n1|4nîi8        (tnod.jo). 

Ajoutons  que  la  première  des  équations  (53)  entraine  l'une  des  sup- 
positions 

en  vertu  desquelles 

o2  — 3c2 

se  réduit  à  4  ou  à  —  i.  Donc 

(55)  Yj^  -+-  jy^  =  2     ou     —i         (mod./?). 

Quant  aux  valeurs  de  se,  y,  elles  doivent  être  paires  pour  que  la  seconde 
des  équations  (53)  puisse  être  vérifiée. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  p  =  3i.  On  aura 

IIi,v=i4,         nît8=9         (mod.3i), 

H,  ;  H,  «         .  I 

71 1-71 — =  5  +  -  =  •>  —  (i  =  —  1  (mod.3i), 

"2,8  H|  1  a 


■=ii 


J72   _  _     )  - 


—  \5-r-  =  i§= — 15        (mod.3i), 
3i  =  16  -+- 15  =  4* -h  1 5 .  i  -'. 


MÉMOIRE   SUR   LA   THÉORIE   DES   NOMRRES.  59 

Prenons  encore  p  =  61.  On  trouvera 

II,,4=-2,         II2,8=-        (mocl.61), 


9,8 

II, 
n, 

•  8  _ 

9 

5 

5 
9  " 

=  —  1 

,54 

= 

i  = 

=  — 

60, 

61  = 

=  1  -+-  60  = 

=  12 

-+- 

i5 

.  2i. 

Supposons  maintenant  que  a>  soit  de  la  forme  (\x  -+- 1  et  v  de  la 
l'Orme  \x  -+-  3.  L'équation  (23)  sera  divisible  en  deux  autres  de  la 
forme 

(  56  )  >Ap<<  '—  ds  +  V6S,         4  pk"  —  g2  +  wvyS 

ou  l'équation  (24)  en  deux  autres  de  la  forme 

(5;  )  4/>*'  =  vd3  ■+-  e\         4^*'=  v6»  +  »y», 

c,  £  étant  des  nombres  non  divisibles  par/;.  Si  d'ailleurs  jwx  désigne  la 
plus  liante  puissance  de  p  qui  divise  simultanément  6  et  y,  alors,  en 
posant 

ë=p>x,  y—p'y, 

on  réduira  la  seconde  des  équations  (56)  ou  (57)  à 

(58)  4/»*'-1*=a:*-H  vu/* 

ou  bien  à 

(  59  )  4/>*"— s*  =  v-z'2  -+-  w/s« 

Enfin,  au  lieu  des  formules  (29)  ou  (3o  ),  on  trouvera 

4  9  (a,  ç)  =  [0  -  e(S  -  s"  -+-  •  •  ■  —  b"""J)]  [S  +  y  (a  -  a"  -+-...  -  a*"-')  (ç  —  ç«  + .  .  .  —  s«"~)], 
4<p(a,  c"  )  —  [0  -+-  ■  (ç  -,-»  +  ...-  çttV-)]  [6  —  y  (a  —  «a  -h . . .  -  a»—'  j  (ç  -  ç»-j- . . .  -  ç«*-)], 
4<p(««,  g)  =  [0  -  £(5  —  ç»-K  .  .-  5"V-;)][S  —  -/(a  —  «»  +  .  .  .  —  aau-2)U— ; ;s«  h-.  .  ._-«-»)], 
4  ?  (aa,  ç")  =  [d  ■+-  s(ç  —  ç»-H. . .—  ;"'  ■*)]  [6  +  y  (a  —  a" -h. . .  —  a""-')  (ç  —  ç"  -+-...  _  s»ï-)] 
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ou  bien 

i<p(a,ç)     =|-  --oiç-ç"-.  .  .  —  ç«M)][-6(ç  —  s»+.  .  .—  «»"-')  +  y  (a  —  «<*+...  —  aa<w)]j 

i  œ  i  y,  ç"  |    =  [s  -  i(ç  —  ç»  4- . . .  —  ?""J  i]  [      6(ç  —  ç"-+- .  . .  —  s»*"1)  ■+■  y  (a  —  a3  -H . . .—  a""")], 
(6i)    ' 

i<B  stfl,  s)    =  [e  +  <î(ç  —  ç"  — ..  .— ç"v- )][— c(ç  — ç"n-.  .  .  —  g"'"')  —  '/{?.  —  aa-f-.  .  .  —  a»"-2)], 

i<p(aa,  ç«)  =  [e  —  ô(ç  -     ;"  —  .  .  .—  :"'-')]{      6(ç  — ç"-f-.  .  .  —  î"v^)  —  y(a  — a"  +  .  .  .—  a""-2)]; 
puis  (in  en  conclura,  dans  le  premier  cas, 

jp  i  a,  g  I  œ  i  aa,  ç"  |  -+-  o(x",  g  |  tp<  y,  ç"  | 
(62) 


./-  —  MV)'-—  2 

•7  pt'+A 


Pk" 


et,  dans  le  second  cas, 

u   o     ,,  T,,  _,.?(«>  s  )  «  (  *"<  s"  )  +  ? (  a",  g )  <p (  a,  ç"  ) 

(63)  ' 

ld-,  _     ?(«•  S)  ?  ( «",  ç)  4-  op ( a,  ç" )  <p (  aa,  ç"  ) 

Exemple.  —  Supposons 

M  —  5,  v  :=  -. 

On  trouvera 

«  =  3,         r/  =z  2, 

»'  =  -  =  —  2         (  mod.  5), 
um+vv(h  —  u'«)  =iim—i(i(h  —  il'")  =i5um—  ilih, 


_    ®15-14A  Q-5-14/1  ©-10-14A 


£1  .  fit 


i(„li     -u\  —   ®-IS-1iA05-14A®IO-14/( 


?(«,«)     =R,,„  R„,„B,,,    11, ,,„=/>»  x £±«  , 

1*31,1'.)  *  »  2  4  .  1  S  '<:ll,2C 

©(«,?")      =R34,I9Rî4,18R26.3lK22,6    =  P     liiiAlilIilililliH^  , 

'«13.29 

?(«•,«)     =RÎ1ÎS  Ru.mR.,,,   R„,m  =  />»"'V"",'-"> 

"33,13  l>47,17 

<p(a«,ç»)=R33,3  R,,,,  R!7)17R9>1S  =  />'  H"-,R,"-17 

''34,22  l»26,S3 
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et 

k  =  4,        A-"=3,        À-'=i,        X  =  i. 

On  aura,  par  suite, 

o  <>  <>  •>  /  "34,19  «■  »  2 1 . 1  8  l*  ;t  1  .'fi  l»»l..i?  1*26.23  o 

x-  —  tùvy*         ou         ojy2  -  vx5  =a  2 — h  p2  x 

\  1*13. 29  1*33.13  *  *  2  7  . 1 7 

vôe  =  2  C  lW.K».,8R»,,»«R,a.»R»..7    ^  „2 

V  1*13.29  R:U,22  1*2G,Î3 

puis  on  en  conclura 

11 1.1  G  "  1  1.1  7*1  i.  9     11 1  1.3  "9.12 


1  »  13.29  l»:ii,22  1»2G,23 

it      n.      n      n      n 

jc-  —  35  r2        ou        5  y2 —  7.r2=  2 


P  —    ;a-  ou  a2  —  76-  =  2 


n22,G       nî2în818 

H|  .11'.  l'i  1.17  II'.  .9     H2.32ll8.l8 


(mod./)). 


n22„       n11:in,J12 

On  aura  d'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (56), 

<32  -4-    ;£2         ou  s2  -+-  702  =  kp, 

x2-\-35y2        ou         5/2  -+-  jx-  =  4 p. 

D'autre  part,  p  étant  de  la  forme  i5x  4-1,  on  ne  peut  supposer 

puisqu'on  en  tirerait 

7^=4,         7=sl^J,  72=i  (mod.5), 

tandis  que 

7*=49  =  — j        (mod.5). 

Donc,  on  aura  simplement 

(64)  ô2  +  7£2=4/^         ^2  +  35j2=4/', 

les  valeurs  de 

x\     r2,     o2,     £2 
pouvant  être  déterminées  par  les  formules 

l»i  ,n;  Un  .17  Hi.9   II11.3H9.12 


x"-  =  35  r2  = 


II.,,.,  Il2.22Hs,,8 
(65) 

2   II1.11. 11|  1,17  lly.i  H2.32ll8.i8 

H22.0  H1.13ll9.12 
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Si  l'on  eût  pris,  au  contraire, 

o>  =  7,         v  =  5, 

on  aurait  trouvé 

u  =  2,         a  =  3, 

i>  =  -  =  3         (mod.7), 
«"» -4-  i'v(A  —  a'")  —  ibh  —  i4«'", 

©15A— 14  ©15A+14 


^(âA,ç«) 


©30/J 

©l5/i-t-7  ®l5/l-7 


0 


30  h 


Q,e_ce16e„e„et  ■ 

?(«»«)    =  A    ft    ft =Bi,Mnie,9Rii,*  =/>'  û Tf H 

&3Q  "25  «*|j  •>:!;, G  "19,86  l»2i,31 

ej2  e8  e2  e„  e:i2  e18  5     R:j2.,8 


0,,         £v  "22,8  -'2,23  "32,18  /  ■  >  O 

30  "25  "15  nI3,27  l»33,12 

?(«",  Ç)      =R34,6B-19,26Ri!4,31» 

/      a        u\  1*13,27 ''33,12 

cp(aa,  ç")  =p ^r —, 

1*32,18 

A-  =  3,         Â'"=  1 ,         À-  '  =  2,         À  =  o, 
(66)  4/)  =  ^2+35/2,         4p  =  â2+7£2, 


(67) 


r2  =  3=i  v2  =  — — iiH—  TT       TT       TT 

■*     OJJ      —    fp        fï  I,l  ,29  **16,9  **1  1 ,4, 

1J-22,8 ,i2,23 

îo    _ -2    1*22,8**2,23  Tï  TI  TT 

U3,17 


Il  est  important  d'observer  que  les  équations  (G5)  peuvent  être  pré- 
sentées sous  les  formes 


^2=35/2=  y3[<?(ct,çn)<s(aa,  s)  +  o(a,  S)ç(3t".  ^-"  i| 

.      '      /06®2603,03tei9e2t      ©22  ©2  ©32  ©8  ©18  ©23 

=  ^v      ©„«*,  ©,;©„ 

5^    =      -  g«         :    _L  /"Q«  ©*«©»■   ©34  ©.9  ©Si     ©27  ©17  ©12  ©13  ©33  ©3 


"    /''   V.  ©28  ©7  ©?1   ©u 
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On  tirera,  au  contraire,  des  formules  (67) 

ar*=35ys==  ~[<f(oc,  ç")o{xa,  g)  H-  <p(«,  g)  o(aa,  ç»)] 


I      /©:,;  0,9  0*V0«  0ÏB0J!    022  0,  0:i2  ©s  0,S  ©, 


-/^V  0501U0,O  030  0-25  0,5 

(69) 

8'=    -s*  =  -[<p(aa,ç)9(«a,ç»)-f-<p(a,ç)<p(«,  ç»)] 

1  /0:i40190240o02fi0:il  01:t0:i:!0;j0270170I2 


~    P\  0301O02O  05  0,0  0-20 

Or,  la  première  des  formules  (08)  coïncide  évidemment  avec  la  pre- 
mière des  formules  (69),  attendu  qu'on  a 

p*&m  ©7  ©,,  eli=p*=p*®s  01O  02O  03O  025  ©15. 

Quant  à  la  seconde  des  formules  (68),  elle  fournit  des  valeurs  de  0,  £ 
distinctes  de  celles  que  fournit  la  seconde  des  équations  (69),  et  si, 
pour  plus  de  commodité,  on  désigne  ces  dernières  par 

on  aura 

3"_«"        e„e7e»etl_        a>*        _     p'     _Rt         „2 

*  --  e*  -/'  (0301O02O)-'  -(050lo02o)2~^R:,,„  --"'<>>■"> -n*>*r 

Ainsi  les  équations 

(70)  d*+7e*  =  4/>,        â'*H-7e'*  =  4/>s 

seront  vérifiées  simultanément  de  manière  qu'un  ait 

(7O  ^-  =  — =  n?,10        (mod./>). 

Exemple.  —  Supposons  p  =  71.  On  aura 

;i   =  64  -h  7  =  8*-+-  7.  i2  =  (8  -+-  f  s/~i)  (8  —  7*  V/Zri), 

7i*=  (s  +  7»vc=rr)'(8  -  rsf^i  Y 

=  (.57  -f- 16.7»  y/IT7)(57  _,6.72  v'— 1)  =  57^+7.  16*, 

^  o  £  0'  .  g'  „ 

-  =  8,  -  =  i,  —  =  07,  -=ib 

2  1  2  '  2 
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ci  l'équation  (71  j  donnera 

^y=l6«=nî,lg      (mod.70. 
Effectivement 

■>-  ==  8.  16         (mod.7  1) 
et.  de  plus, 

|j  _    I  5  CT  (  I  5  BT  —  I  )  .  ■  ■  (  I  Q5T  -f-  I  )    _    3o. 29. 28. 27. 26. 20. 24. 23. 22. 21 

1.2. ..5bj  i  .2.3.4.5.6.7.8.9.10  ='6, 

Supposons  enfin  que  w  et  v  soient  tons  deux  de  la  forme  4.r  +  3. 
Alors,  en  posant 

A  =  6d,  •       B  =  êe,         C  =  yd,         D  =  y£, 

on  tirera  des  formules  (10),  (i3) 

,  4 9  (a,  s)      =  f d  -+-  e(<x  —  a«  +  ...—  a*""1)] [S  +  y(ç  —  ç»+. .,_  ç»M)], 
(    )  4  ?  («,  S")    =  [3  -+-  é(a  —  a* 4- . . . -  ««"-«)]  [g  -  y  (ç  —  €«  +  . . .  _  ç»»->  )]> 
4çpl  y",  ç)    :-  [0  —  e(a  —  aa  +  ...—  «au_3)][6  +  y(ç—  ç«-u..._ç«''-=)]> 
4 9 (  a«,  ç»)  =  [S  —  e(«  _  a«-f- . . .  —  a"""J )]  [6  —  y  (ç  —  ç»-+- . . ._  ç»''"2)]. 

De  pins,  comme,  dans  la  formule  (2.)),  o2+coe2  ne  peut  être  impair 
sans  que  S,  y  deviennent  pairs  l'un  et  l'autre,  et  qu'alors  on  peut  faire 
passer  dans  S2  et  e2  le  facteur  ]  commun  à  Ç2  et  y2,  on  pourra  toujours 
partager  la  formule  (2.))  en  deux  autres  de  la  forme 

(73)  hpk  =o2-t-  as";  4/)*"=  gs  +  vys. 

On  pourra  d'ailleurs  supposer  0,  £  non  divisibles  par  p\  et,  si  l'on 
nomme  p>  la  plus  haute  puissance  de  />  qui  divise  6  et  y,  alors,  en 
faisant 

S=p>œ,        y  =  pxy, 
on  trouvera 

(74)  4/^"-->=.r2+vr2. 

D'autre  part,  il  est  clair  que/"  sera  la  plus  haute  puissance  de p  qui 
divise  les  deux  produits 

tpl  a,  ç)<p|  a,  ç"  ),       ?(x*t  q)o(x',  ç"), 
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et  pl  la  plus  haute  puissance  de   u.,  qui   divise  simultanément   les 
expressions 

<p(ce,ç),     <p(a,  ç»),     »(«",  ç),     ?(a",  s"), 

et  l'on  tirera  des  équations  (72) 


x2  —  vy-  =  2 


9 (g,  5)9(0;",  g)  -f-  9(0:,  g")  ?(«",  g") 

(75) 

H  s  ?(«,  ç)?(a,  ç»)4-<p(a°,e)<p(aa,çB) 

pk 


Exemple.  —  Prenons 

co  =  3,  v  =z  -. 

On  trouvera 

a  =  2,         «  =  3, 

4'  =  -  =  1        (  mod.co), 

!/'"-+-  vv{h  —  u'")  =  u">  +  7(/(  —  u"1)  =jh  —  6u'", 

®7A-6  ®7/»-12  ©T/i  +  18 


^(a*,ç) 


<=> A- . 

É(a\«»)  = 


_   ©7A+6@7ArH2®7/l-l8 


0-2  !/, 

<p(«,ç)     =   0'®»Q*   =/»RM    =pR4,lc  =/>RM6, 

<p(<X,  ÇB)     =        '*       "  =/?RlO,13=JPRl3,19  =  /'RlO,I9, 

?(«-,  g)   —  — 7T =/>R2,8   =/^R8.ii  =/>Rî,M> 

?(a',g")=  <">a°^017  s=/>R*..  =/»R..„  =/»RM,„. 

Ainsi  l'on  aura 

?(»»«)   =t: >  ?(«.«")   =  />Ri3,i9i 

•* 20.IT 

?(«2,  s)  =  r^— '         ?(«2»  Stt)=/?Rio,n; 

"13,19 

k  =  3,         r  =  3,  X'  =  o,         À  =  i 
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et,  par  suite, 

(76)  4  =  a2H-  3e%         4/'  =  ^2+7J2» 

,  #*==— rjyi  =  Ri3,i»Bxo.n      =  n28n, ,, 

'    -(0— 3e-)= h-^ =  n h  ^ — 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  p  =  ^3.  On  aura 

m  =  2, 
_  5tb.  ..(4sr-t-i)  _  10.9  _  ,-  _ 

11.     .  L|J    Z, 

I  .2.  .  .TB  1.2 

iotb.  .  .(8tb  -t-  1)        20. 19. 18. 17        „  K  . 

II2S=  ! =  J  =3.17.19.5  =  — 14, 

1.2... 2TB  1.2.3.4 

X%  _  J2   28   _         ^  „- 

I(a«-3.-js-7-Is-i, 

2  7 

a2-3£2  =  -2,        ô4+3e*=4 
et,  par  suite, 

<32  =  i,  es=i,  -a?2  =36,  -y2=i. 

4  2 

Effectivement 

43  =  36  +7=6'!  +  7.r2. 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  aura  encore,  en  vertu  des  principes 
établis  dans  le  paragraphe  I, 

(78)  ^2=n2>u. 

Donc 

(79)  n*6  =  n14nî(8. 

Effectivement,  si  l'on  prend  p  =  43,  on  trouvera 

"'■«-         ,.2.3.4  5.6        =6.i3. .4-17^-12, 

n*>6=i44  =  i5  =  -28  =  n,,4nM. 
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On  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  première  des  formules  (75), 


x1- 


7.v'=  T" 


^/0,040,f,  0s08en       0,02„0,7  ©lo0,9  0ia 


2      V  ©SI  ©21  ©il  02 


/ 


"8-^,=  T(e'e*e"xe^'e"+e1ete„x'et8,eJ> 
tandis  que  les  principes  ci-dessus  rappelés  donneront 

En  général,  on  vérifie  l'équivalence 

v=  —         (mod.w), 

V 

lorsque  o>  est  premier,  en  prenant 
Donc  la  formule  (i)  peut  être  réduite  à 

"n-v"-'   h-\\  0»îH-Vo_,fA— »')  ■  •  •  "«"-,+v"-'(ft-«*-,l 


(8o) 


(•» 


M_i  v  —  l 


et  la  formule  (2)  à 

(80  £?(aA     g")  =  Q"+v'"-V/'-»)  ©«'-^/"-'(/i-h1)-  •  •0,t-'--+v"'-'i /,-«■'-') 

Par  suite,  les  divers  facteurs  que  renfermera  le  numérateur  de  la  frac- 
tion équivalente  à  tp(  a,  ç  )  seront  de  la  forme 

0„a-n+vu-l(aam'_tf«mj. 

De   même,   les   numérateurs   des   fractions  équivalentes  à    cp(a,  ç"), 
p<  xa,  ç),  tp(aa,  ça)  auront  pour  facteurs  des  expressions  de  la  forme 

0„»m+l  hvo.-l    „»»'_   „>«+!), 

0,,..»     4-v»->(aa",'+,-i*:"n)i 

0„»<n+l_V<"     1    «»«'+'-  „""'")• 
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Cela  posé,  il  sera  facile  de  déterminer  les  nombres  ci-dessus  désignés 

par 

k,     k',     k",     /. 

si  Ton  parvient  à  trouver  combien  il  y  a  de  nombres  entiers  de  chacune 
des  formes 

„im  +  vu-i(flj/«'     __«sm)>     usm+i  ■+■  v"-1  (a*'"'     —  «2"'+1), 

„ï/n  _,_  vco-l(a2/n'+1  _  MS/n  );       ,(!")+!  +  Vû>-1  (  alm+l  _  uUn  +  \  ) 


entre  les  limites  o,  - 

2 


§  IV.  —   Suite  du  même  sujet. 

Supposons,  comme  dans  le  paragraphe  II, 

n  —  wv        (v  étant  un  nombre  premier), 

p  —  i  =  nrs  =  v|,         ij/  =  ww, 

et  soient 

»,     a,     S 

des  racines  primitives  des  équations 

ar"=zi,  Jt0)3zi,  ^v-|, 

Soient  encore  6,  t  des  racines  primitives  de 

XP—l,  X*-'L=.\ 

et  /.  s,  //  des  racines  primitives  des  équivalences 

xp-1=i      (mod./'i,  jtv=i       (moù.p),  «''-'si       (m'od.v). 

Soit  enlin 

v=—         (mod.  w). 

V 
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On  aura 

£(aA,  ç)  =  §{*h,  ç""-)  =  £(«*,  ç»4)  =  . .  .=  ,?(»'',  ?«v-' ) 

£(«*,  S»)  =  £(«*,  ç»3)  =,f  (a*,  ?"')  — .  .  .  =  r1(x",  ç""') 

Si  w  est  un  nombre  premier,  on  pourra  prendre 


Soit  d'ailleurs  a  une  racine  de  l'équivalence 

xto-i  =  !        (mod.w) 
et  faisons 

?(a,  ç)  =  ^(a,s)-7(afl,.s)^(a",.s)---^(«"w-1,s), 
X(«,  ç)  =  <p(a,  ç)<p(aa,  S"). 

On  aura 

X(«,«)  =  ?(«,«)  <p(*a, s")  =  x(«a,çu), 
X(a°,ç)  =  «p(aa,ç)<p(a,ç")    =x(«,  «•)• 

Observons  maintenant  :  i°  que  «  et  u  vérifient  les  formules 

pi  — i  v  —  1 

a   2    =  — i       (mod.w),  "  *    ==—  i       (mod.v) 

et  que      ~    i  seront  pairs  ou  impairs,  suivant  que  w,  v  seront  de 

la  forme  !\x  -+- 1  on  \x -+-  3;  2°  que,  dans  une  expression  de  la  forme 

"n,"+'/"-,(a'"'-«"')  — ■  "(1— v™- ')»m+-va-1am'> 

on  peut  remplacer  um  par  un  nombre  équivalent  à  u"1,  suivant  le 
module  v,  et  a"1'  par  un  nombre  équivalent  à  a"1'  suivant  le  module  o>. 
On  en  conclura  sans  peine  :  i°  que  chacune  des  expressions 

£(«,«),     #(«",  s).     •••,     ^(«t«").     ••■. 
<p(«,«),     q>(*V«),     ?(«,«")f     ?(«V«") 
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se  réduit  à  une  puissance  de  p  lorsque  v  et  oj  sont  tous  deux  de  la 
forme  \r  -+- 1;  i>"  que  les  expressions 

f(a,ç)    op(a«,ç*)  =  X(a,s)    =-A(a",ç"), 
;  (  y.  ',  i)  <p(  a,  g»  )    =  x(«a,  s)  =  '/(  «,  S") 

se  réduisent  h  des  puissances  de  p  lorsque  v  et  co  sont  tous  deux  de  la 
forme  (\x  -f-3.  .Mais  si  des  deux  nombres  co,  v  l'un  est  de  la  forme 
\x  •+•  i,  l'autre  de  la  forme  4  r  -+-  3,  ce  sera  seulement  le  produit 

%(«>s)%(«a»e) 

qui  se  réduira  à  une  puissance  entière  de/?.  Alors,  si  l'on  fait,  pour 
abréger, 

.  -  s«  +  s-«2  — .  .  .  +  g»-'  —  ç»*-'  —  A, 

a  —  oc"  -+-  a«*  — .  .  .  +  a""'"3  —  aa°-1  =  A', 
on  aura 


A  - 

2 

A'  — 


a"™   "=  — 


A 

4-  i 

2 

A 

-+-  1 

et  y  (  a,  ç)  sera  une  fonction  entière  et  linéaire  des  polynômes 


ç»  +  S'<*  -+-...  4-  s'"-, 


au— i 


cf.  -+-  a"  _)-  ...  4-  a"    %     aa  -+-  aa  -H .  .  .  -+-  aaU_2 

qui   restera  invariable,   tandis  que  l'on  remplacera  simultanément   ç 
par  ç"  et  a  par  a"  (■').  Donc  2^(a,  ç)  sera   une   fonction  entière  et 

(')  Il  faudra  que  l'on  ait 

z(a,  «)=/-(-§•[      (a    -|-a",-4-...-4-aau-3)(ç    4-  ;«   +.. 
-I-  (  v."  ■+-  a«3-H .  .  .  +  a"1"-2  )  (  r"  +  ça»  _)_ .  . 

-(-//[       (a    -+-  aa*-K  .  .  •+-  a"'""  '  )(  r"  -+-  ç»'-)-\  . 

-4-  (  a"  +  2"3 -+- .  .  .  —  a""-J  |( ;    -j_  ;« '; 

=  /-)-  '-(  AA'-+-  t)  -h   -(I—  AA'), 

f,  g,  h  étant  entiers. 

2  /  |  %.  r  |  —    >  /'  —  <,  -t-  li  _+.  (  „■  _  /,  |  Ay 
(III 

(«,  ç)  =  A-t-  BAA', 

A,  15  étant  de  même  espèce. 


c"v 

-) 

çJtV" 

-')] 

s""~ 

*) 

C"  *" 

')] 
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linéaire  de  A  et  A .',  qui  ne  changera  pas  quand  on  remplacera  simulta- 
nément A  par  —  A,  A  par  —  A  .  On  aura  donc 

(i)  2X(a,ç)  =  À-t-BAA'; 

A,  B  désignent  deux  quantités  entières.  On  trouvera,  au  contraire, 

(2)  2X(a«,ç)  =  A  — BAA' 

et,  par  suite, 

4x( «,  s)jt(«a.  S)  =  A2—  B2  A2  A'*=  As -H  vuB' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  4/>2*=A*-t-vuBî  (»}, 

A,  B  étant  deux  nombres  de  même  espèce,  c'est-à-dire  tous  deux  pairs 
ou  tous  deux  impairs. 

Exemple.  —  Soient 

co  =  3,         v  =  5. 

On  trouvera 

À-  =  2, 

4/>î=As-r-i5Bî. 

Cette  dernière  équation  ne  peut  subsister,  quand  A  et  B  sont  impairs, 
puisque  alors  A2+  i5Ba  est  divisible  par  8.  Donc 

A  =  aX,        B  =  2\, 

(4)  jb,=  X1+i5Y«. 

D'ailleurs/?2,  divisé  par  8,  donne  i  pour  reste.  Donc  X  doit  être  impair 
et  y  impair.  Donc 

y* =4  «y» 

(5)  p"-  —  \2  =  6(xr2y2. 

Enfin  p  —  X,  /?H-X  devant  être  pairs  et   P  ,  '  >  /  devant  être 

(')  x(a,  ç)  cl  /(*",  o  sont  des  produits  de  plusieurs  facteurs  de  la  forme  Ra,A'  dont 
le  nombre  est  nécessairement  pair  ou  de  la  forme  %k. 
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premiers  entre  eux,  puisque  leur  somme  p  est  un  nombre  premier, 

l'équation  (  5 1  ou 

p  —  X  p  ■+-  X         ,    .   . 

2  2  J 

se  décomposera  en  deux  autres  de  la  l'orme 

p  ■+■  X         ,  />  —  X  • 

2  2  ^ 

OU 

2  2 

.Mais,  dans  le  dernier  cas,  on  trouverait 

p  =  3x2-h  5v-,         3^2=i         (mod.5), 
.r-  =  -  =  2         (mod.5), 

ce  qui  est  impossible.  Donc,  le  premier  cas  est  seul  admissible  et  l'on 
aura 

(6)  p  =i  xîjr  ioy2,        X  =  x- — i5/2. 

En  général,  l'équation  (3)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(  ;  )  (2/>*  —  A)(2/7*+  A)  =  VU  B2. 

Soit  pK  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  simultanément  A  et  B; 
on  pourra  (aire 

(8)  A=/X,         B=/'Y,         2k—2l=z2[j. 

et  l'équation  (7)  deviendra 

ou 

(  9  )  (2/#+X)(  2pv-  —  X  )  =  uv  Y 2. 

Alors  X  et  Y  seront  premiers  à  p  et,  comme  tout  diviseur  commun  des 
facteurs 

(10)  2/+X,  ■>p'.J-—  X 
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divisera  nécessairement  leur  somme  4/A  cps  facteurs  ne  pourront 
avoir  d'autre  commun  diviseur  que  2  ou  4-  Cela  posé,  si  les  fac- 
teurs (10)  sont  premiers  entre  eux,  on  vérifiera  la  formule  (y)  en 
prenant 

(il)  2pV-  -f-  \  =  vx",  ipV- — X  =  w/2 

et,  par  suite, 

(12)  4/j(/':=  vx!+  wy2, 

ou  bien  en  prenant 

(  1 3  )  a/>t*  -+-  X  —  x*-,         ipv-  —  X  =  VWJ2 

et,  par  suite, 

Si  les  facteurs  (10)  sont  pairs  l'un  et  l'antre,  X  sera  pair  ainsi  que  Y 

et,  en  posant 

X  =  2X,         Y  =  aY', 

on  tirera  de  la  formule  (9) 

(  1 5  )  {p\>-+X')(pV-  —  X')  =  wvY'2 

ou 

p*v-=  X'*  +  vw  Y'2. 

Dans  cette  dernière  formule,  le  premier  membre,  divisé  par  4,  donne  1 
pour  reste.  Il  doit  en  être  de  même  du  second  membre,  ce  qui  exige 
que  X'  soit  impair  et  Y'  pair,  puisque  vco,  divise  par  \,  donne  J>  pour 
reste.  Donc,  on  ne  peut  vérifier  l'équation  (  [5)  qu'en  supposant 

P\>-  -+-  X'  =  vx'-,       pv-  —  X  =  0»  r2 
et,  par  suite, 

2/>!J-=  'JX-  -t-  '))Y-, 

ce  (jui  est  inadmissible,  puisque  2//\  divisé  par  \,  donne  2  pour  reste, 
tandis  que  v.r-+  wv-  ne  peut  être  pair  sans  être  divisible  par   i;  ou 

OEuvres  de  C.  —  S.  1.  I.  III.  »<> 
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bien  en  supposant 

2pV-=  -r-+  ùjV/2, 

ce  qui  est  encore  inadmissible  pour  la  même  raison,  attendu  que 
.r2+Wvj2,  en  devenant  pair,  sera  toujours  divisible  par  4;  ou  en 
adoptant  l'une  des  hypothèses  suivantes  : 


(.6) 


('-) 


p!A=r  V.27--+-  Ci)/2; 

/>!*  +  X'  =  2  .C2,  /^  —  X'  =  2  COVJ2, 

y#=;  .r2+  COVV2. 


Donc,  en   définitive,   on  pourra  toujours  satisfaire  par  des  valeurs 
entières  (le.r,yà  l'une  des  équations  (12),  (i4),  (16),  (17). 

Comme  p  est  de  la  forme  vw.r-w,  les  équations  (12),  (iG)  ne 
peuvent  subsister  qu'autant  que  l'on  a 

v.r2  =  1      ou     4      ■   (  niod. co), 
gj,t2=i     ou     4         (mod.v) 
et,  par  suite, 

0-1  v— 1 

v  2    =1       (mod.u)  w  2   =1       (mod.v) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

[i 


] , 


On  a  d'ailleurs,  dans  tous  les  cas, 


Si 


V 

— 

— 

co 

V  " 

0) 

zzz 

— 

60 

V 

[5]- 


on  ne  peut  admettre  que  la  formule  (14)  ou  (17)-  Si,  de  plus,  1  -h  va> 
est  divisible  par  8,  on  ne  peut  admettre  que  la  formule  (17). 
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Observons  encore  que  l'on  tire  des  équations  (i),  (2)  et  (8) 


/o 


Donc 


X  = 


X(cx,  ç)  ■+■  ■/(«",  g)  _  o(«,  ;)?(«",  5)  -+-  ?(«,  g")  ?(««,  g") 


D'ailleurs,  on  tire  des  formules  (11) 

2X  =  vx% —  w/2 


et  des  formules  (i3) 
Donc 

V.T2 —  COJ2  OU  .T2 —  VOJ'2=2 


2X  =  ^!  —  vw  y2. 

<p<  a,  s)?(«a.  S)  -+-  <p(a,  s")  ?(>",?") 


A  l'aide  de  cette  dernière  équation  et  de  la  formule 

4/>'J-  =  vj!-  wy2         ou         x-  -1-  vcoj'2, 

on  pourra  déterminer  a?  et  y.  On  aura,  en  effet, 

cp ( a,  ç)  cp  ( <xa,  ç)  -+-  <p  (a,  g"  )  ?  (  a<%  g"  ) 


(18)  '    •    OU 

a(a,  g)  cp(a",  g  )  +  co(a,  g")  9(aa,  g") 
^-  =  —  vw  r2  —  J ! 4- ■ 


(  mod.pv-). 


;&>7 


/° 


Ces  dernières  formules  offriront  le  moyen  de  déterminer  x  et  y 
lorsqu'on  aura  a  =  1.  Alors,  en  effet,  il  suffira  de  remplacer  dans  ces 
formules  a  et  ç  par  les  racines  primitives  des  équivalences 

xM=i     (mod.jo),        x'=\     (mocl.  p). 

En  vertu  de  cette  substitution,  l'expression 

©/,  ©/, 


<h.k 


©A- 


"1  + r 

-  p  - 

"1  -h  r 

.  p  _ 

-A- A 


'   V  P  . 


-+-. .  .-+-po»-*)a 


1  +  i 
L   /' 


>(P-Ï)A 


I  -t-  ^-2 


I  -t-  ^~2 


-A-A 


(21) 
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dans  laquelle  on  suppose 

^  +  /i  +  /=o         (mod. /*)> 
deviendra 

(i  +  i)'n+    r,l{i  -+-  0/nH--  •  •  +    riP-*)h(i-htP-*)'a 
=  {p  —  On.-A,»-*  (mod./?), 


la  valeur  de  IL,  A.  étant 


A,* 


nA* 


1.2.3 (/l+/,-|H 

(  I  .  2 A  HT  )  (  I  .  2 A'  S7  ) 


Soit  maintenant 

(19)  l!/i,/i  =  a0-+-a,p  -t-a2p2- 

On  aura  identiquement 

a0-t-a,p  +  a2p2-l-.  .  .  +  a„_,p"- 


*H-lP" 


r  1  +  1 1 

1 

L  p  \ 

p    J 


j(/»-î)A 


I  H-  </" 


-2  1/ 


OU 


a04-a,Tn-Ha2T2CT  +  . . .+  a„_1T<B-,>n» 
Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  remplace  t  par  t,  on  aura 


(20) 


a04-a,fCT+  a,r2r 


3«  —  1  T 


(H-HCT 


=  (1  -+-  i)/CT-f-  Z//CT(  I  4-  0/C7  +  -  •  .+  t(P-Vha(l  -+-  ti'--)'a 

Soit  maintenant  T  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

,r/>  -1=  [         (mod.pv-). 
Je  dis  qu'on  aura 

a0 -4-  a,  TCT',|i_'  +  a,T,B""M+. . .4-  a„_, *<"-<)iw 
=  (1  +  i)/wpV-' 4-  xAcr/"^"(i  +  T)/CI/^'  4-...+  x(/'_2)/!CT/"i_'(i  4-  ip-î\inpY- 

En  effet,  £  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

^p_1=i         (mod./;), 


(mot!./?). 


(  mod./jH-). 
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on  pourra  supposer 

T  ==  £    .    (moil./)) 

ou 

T  =  t  +  p  y, 

et  l'on  en  conclura 

TV1*-1  =  (t -h  py )>''■'-'  —  t'-"--' -+- p\>-  Y 
ou 

Tp;x-,_^^-  (niod./^)  ('). 

De  même,  si  l'on  a 

(i +  *')'=  <y        (mod./j) 
on  en  conclura 

(i  -+-  ï')'=  (i  -t-  *')'=  tJ=TJ        (moû.p) 

ou 

(H-T')l=T'+/>*, 

et,  par  suite, 

(i  +  TO  ^'  =  (  T'  +-  />  5  )  *""  =  T""1-  -t-  />(*•  Z 
ou 

(i  +  T0'^_'  =  T">;i-        (mod./ri1)  (2). 

(')  Eu  effet,  une  équivalence  de  la  forme 

x  =y        (mod. />''), 
pouvant  s'écrire  comme  il  suit, 

XSSj +  pizt 

entraine  la  formule 

xP  =  yP -\-  pi+ l  z  -t-, . . 

ou 

xp=yp        (mod. /?'+'). 
Donc  l'équivalence 

T  =  r*      (mod./?) 
entraînera  les  suivantes  : 

Jp=tP    (mod.p*),        TP*=tP'     (mod.  p3),        ...       et       TV"*-'  =  tP*"    (moà.pv-). 

(2)  De  ce  que  l'équivalence 

(i  -t-  fO'ss  tJ        (mod./j  ) 
entraine  les  suivantes, 

(i  +  tiyp^^tJp^'    (moà.pV-)        et        ( i -h  T'/'"1-' =  T7/'|1-,    (mod.pf*), 

résulte  immédiatement  que  l'équivalence 

r'Aw(H-/'ynr—  </-ci        (mod.  yt») 


(22) 
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Au  reste,  l'équation  (20)  entraîne  encore  la  suivante  : 

I       =(1  +  ,)/«*/*-+  <*«pi-(,  4-0to^'  +  .  •  .-*-^->W-'(i  +  ^-'-)'CT^- 

Il  est  bon  d'observer  que,  pour  obtenir  le  premier  membre  de  la 
formule  (21),  il  suffit  de  remplacer,  dans  R/a, 

p     par    T*p*-', 

qui  est,  ainsi  que  Tu,  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

,r"=i         (mod./^). 
D'autre  part,  comme  on  aura 

T''-'=i         (mod. />(*•) 
et,  par  suite, 

T/„  =  r|>;i-  ==...=  !>=  T        ( naod.  /^-), 

la  formule  (21)  pourra  être  réduite  à 

,   0,      ^a0+a,i  +-"  +  J'-'1  (mod.joi4). 

Il  est  facile  de  trouver  un  nombre  équivalent  suivant  le  module/»1*  au 
second  membre  de  la  formule  (aV).  En  effet,  on  a 


1 .2 


et,  par  suite, 

1(1  +  T' y™/"-  —  p  —  1  -\ — t —  1  r!  h — 21-'  +  ..., 

2T'v'CT(i  +  T' j/CT'"i"'=  -T'7'CT+       P       v  ^i(/,itt+i)  +      , } 

entraîne  les  suivantes  : 

tihi3p\*->  (1  +  (t )iui>\>-<  =  £/fGTp[*->        (  tnod.  /^), 

X'/'CT/^'-'  (  1  _<_  X'  ;/ra/»:i-1  =  -r/.CT/^-'  (  niod.  //!*  ). 

Or,  en  vertu  de  ces  dernières  formules,  l'équivalence  (-20)  entraîne  à  son  tour  les  équi- 
valences 1  > ■>  t  et  (21). 
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le  signe  -  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  renfermées  entre  les 
limites  o,  p  —  2.  D'ailleurs,  on  aura 

2T*  =  o        (mod./#) 

lorsque  k  ne  sera  pas  divisible  par/?  —  1  =~nu>,  et 
1 T*  =  />  —  1  =  n  nr        (  mod .  /«h-  ) 

dans  le  cas  contraire.  Donc 

(24)     2T'**(i  +  T')*^=  (^-.i)(HMi/MJt.,  +  nl,.vjH+*.»+. . .), 

la  valeur  de  II/,,*  étant 

(20)  11a,a  — 


(1.2 h  xn  )  (  1  .  2 /.'  nr  ) 

Cela  posé,  on  aura 

1.2.3 (^pHo) 


L 1 .  '2 ^  /«  —  «  ;  cjj  [  •  •  2 (^  ///1*—  *  -t-  /i  —  «  )  xs  1 

(mod.yjH-), 


1.2.3 (  «  —  A  )  57 

«  —  A 


„  _  (//^-'ctX^-'bt—  n...[(//pE-'-4-/t  —  2/Qro  4-1] 

"î«—  hslpV^  l+h— 2n=  3  ;  r^ 

1.2.3 (  i.  n  —  A  )  tzs 

_  (lpV-ixs)(lpV-lm  —  p) 


(in  —  h)  mp 
(lpV-'-rn)(lpV-im  —  1) 

1  .  (  2  /*  /i  )  TU 


(mod./)!1), 


P 


_  (lpV--lTs)(tpV--lm—  1  )...[(lpv-1  +  A  —  3«)ct  -+-  1] 

1.2.3 (6/1  —  A  )  GT 

(  //j!1-1  BJ  )  (  Z/;!1-'  CT  —  p  )(  ///'-  '  HT  —  2p  ) 


p .  -ip .  (3  II  —  A  )GT 

(  lpV-2T3)  (  lpV-*m  —  I  )  (  ///<*-* ET  —  2  ) 
1.2.(3//  —  /(  )  C7 


(mod.//!1), 


(26) 
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Généralement,  on  aura 

n  u  (  lPv-*rn  ,  (  Ipy-tm  -  i  )  ■  ■  ■  (  Ipy-'rs  —  /  -t-  i  ) 

1.2.0 (1  —  \  ){i/i  —  h ) m 


=  (-  ,  \*pV 


l  (lpV--iTS  —  ï)...(lpV---T3  —  C-hl) 


(  mod.  pV-). 


in  —  h  1.2.3 (  i  —  1  ) 

Lorsque  y.  surpasse  2,  la  formule  (26)  donne 


"ire — A,/pi*    '-hk—in —        /^       ~ 


l 


in  —  h 


Lorsque  y.  =  2,  elle  donne 

Hfo-A,//>+A-;n  =  ( —  J)'  /■> 


l        (lm — \){lvs  —  2)...  (Im  —  i  -t-  1 


in  —  h 


J-2.3 {i  —  1 


Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  suppo- 
sons n  —  3.  On  trouvera,  en  prenant  h  =  1,  k  =  i,  /—  1, 


Ri,i  =  a0+  atp  -1-  a2p2 
R2,2  =  a0-+-  a,p24-  a2p4 


I  H-  I 

P 

1  +  1 
11 


1+  i 
1  -ht 


1  +  /2 


1  + 


/' 


-]" 


(27)  kp  =  ( 2 a0  —  a,  —  a2)s  +  3 (a,  —  a,)1  =  &  -+-  3  j2, 

.   a;  =  R,il4-R2|2=(i-4-i)o  h-   f  (1  +  *)»  +  f«w(,  +  j^ra  +  _  _  _ 

(28)  -  +  (1  +  i)!!I+  ^(1  +  ;)S"+  ;»(,  +  ;î)w  +  i  i  é 

'  ^Qo-oil,,.. 

D'autre  part,  en  ayant  égard  aux  formules  (21),  (2.4),  et  prenant 
y.  =  2,  on  trouvera  encore 


(29) 


|  x  =  lTiT3P{i  -+-  T'  )"/'-)-  3T-,n/'(i  4-  T' )'JrT/' 


=  (/j  - 1  »  (  il.,,  _2  +  n5i/,_5  +  n8r„_8  + . . .  +  n,.3,,_,  -+-  n4j2p_4  -+- . . .  ). 

Enfin,  la  formule  (26)  donnera 


n.  —  /      ,\i      P  (ro~  0(g  —  a). .  .(car  —  i-*-j) 

àl    I  I    .>...>...((    ■ I    ) 

II  _/         ,w       2/J  (2CT—  l)(2GT  —  2).  ..(2GT  —  f  +  ] 

d  «  -     ! 


(  1110(1.  p2). 


l.2.à...(l  —  1) 
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Donc,  on  tirera  de  la  formule  (29) 

/)  p    m  —  !  p    (  BJ  —  I  )  (  T3  —  2  ) 
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(3o) 


x  =  (p  —  1) 


+  (/'-■: 


2  ai  h  1.2 

2/J  2/)    253  —  I  ■.>./'    (2"  £7 !)(2CT 2) 

I  4  I  7  1.2 


Il  est  important  d'observer  qu'en  prenant 

.  JD  -H  /l  —  1 

h  =  n  —  1  et         1  = =  w  -+-  i , 

11 

on  obtiendra  une  valeur  de 

déterminée,  non  plus  par  la  formule  (  26),  mais  par  la  suivante 


II 


p.  (//)'■'■  '-  \>  i>' 


{lpV--irs){lpV--xvs  —  1). .  .(Ip^-ifs  —pm-\-i' 


1.2.3 j>m 

de  laquelle  on  tirera,  en  supposant  //  =  3,-  u.  =  2,  /  =  2, 

(3i) 


„  2pm{2prs  —  1). .  .\prs-\-i)  . 


1 .2.0. . . . _.pw 
.  Comme  on  a  d'ailleurs 

-+-  px)  (2  -hftx).  .  .{p  —  I  -H px) 

=  i.a-3 (/> -  . )(i  +/».r) (  I+7)(I  +  'y)-(I  + 

=  1.2.3 (/>  — 1) 

=  1.2.3 (/>  —  1) 


/>  —  1 


,H_-l+3 


p  — 1 


(mod.p*  11  '), 


(')  En  effet,  les  divers  termes  de  la  progression  arithmélique 

1 ,     »,     'i /;  —  1 

seront  équivalents,  suivant  le  module  />,  si  l'on  fait  abstraction  de  l'ordre  dans  lequel  on 
les  range,  aux  divers  termes  de  la  progression  géométrique 

1.     t.     /•-' H»--«;    • 

d'où  il  résulte  que  les  divers  termes  de  la  suite 


2  3 


OEuvres  de  C.  —  S.  I.  t.  III. 
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on  en  conclu! 


(i  -h  pjr)  (2  -+-/>. r  ).  .  .(p  —  1  -h pas  | 


^ 


=  1         (mod./»-), 


cl  la  formule  (3i)  pont  être  réduite  à 


(32) 


„      _  ip  mçipm  —  p).  .  A  /?ro  -t-  p) 
llp-r>  — 


p.  ip  .  .  .pT3 

2  nj(2ro  —  0-  •  •  («*-+- 1) 

1.2.3 TÂ5 


(  îiiod./;2  ). 


=  11, 


D'ailleurs,  dans -la  formule  (29),  les  quantités  désignées  à  l'aide  de 
la  lettre  II  étant  égales  deux  à  deux,  à  l'exception  de 


11^=11,.,         (mod./?2), 


on  trouvera 


^  =  {p  —  >)inP,p^- 2/n2i/,_,  -r-ns,p_6  +...  +  n/,_3i/,. 

+  2(n,,2/)_1  +  n4,2/)_4  +  ...+  n/,_3,/)+3)  1, 


seront  équivalents,  abstraction  faite  de  l'ordre  suivant  lequel  ils  sont  rangés,  aux  divers 
ternies  de  la  progression  géométrique 


1        1 

t       t- 


t,J-2 


ou.  ce  qui  revient  au  même,  aux  divers  termes  de  la  suivante  : 

tP-i,     (p-î,     tP~3,     ...,     /. 
D'ailleurs,  la  somme  do  ces  derniers  termes,  savoir 


t  -h  f1 -h  t3  ~>r  .  .  .-+-  f/'-l  = 


tP—  t 

t  —  l 


sera,  ainsi  que  la  différence   ti'—t,  équivalente  à  zéro,  suivant  le  module  p.  On  aura 
donc  aussi 

h H  --h... h =0        (mod.p); 

2  3  p  —  1  r  '  ' 

puis  on  en  conclura 


Pi  »-+--  -hr  0  +...-!-*——-  )  =.  o         (mod.p2) 


et 


1  •  2 •  > (p  —  l)     I  -H px (  I-H 

=  1.2.3 (p  —  i) 


p-l 


3 


t^t;J 


(mod./J2). 


(33 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

257(207  +  i)...(bt  +  i) 
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x  =  {p  —  i\ 


1.2.0 H7 


(mod./>!), 


m  —  i  i   (m  —  0  (m  —  2) 


(w-0- 


55  -t-  2 


a       1 


;(/'-3)     1.2. 


^ 


] 


T  2    2  C7  —  1  2    (2  m I  )  (  2  ET  —  2  ) 

2/J(y,   _   !)         2    _  . h    -    _ 


(2m  —  1).  .  .  (gt  -+-  1) 


1  7  1.2  p  —  3    1 . 2 . 3 (57  —  I) 

Ainsi,  par  exemple,  on  trouvera,  en  prenant/?  =  7,  cy  =  2, 


af  =  6[ii7i,H-a(n1,,+nlil,+nttJQ)] 

=  6 . 6  -+- 14  (  — 1-2  —  -)  =  36  +  i4  =  i 


(mod.49); 


en  prenant p  =  i'3,  nr  =  \, 

x  =  12  [11,3,13+  2(n2,I1-+-n5,8+n1,,3-f-nv,22  +  n7il9-4-n10,16)] 

6-7 
3 


=  12 


,2  0  2 


I  2 


70  -+-  26      2 


1 2  .  70  =  (  1 3  —  1  )  (  1 3  -1-  1  )  5  =  • 


(mod.  i32). 
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NOTE  I. 

PROPRIÉTÉS    FONDAMENTALES    DES   FONCTIONS    0/,,    0/,,     .... 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque  et  u,  v  deux  quantités  entières 

positives  ou  négatives,  nous  disons  que  u  ml  équivalent  à  v,  suivant  le 

module  n,  lorsque  la  différence  u  —  v  ou  v  —  u  est  divisible  par  n,  et 

nous  indiquons  cette  équivalence,  nommée  congruence  par  M.  Gauss,  à 

l'aide  de  la  notation 

u  =  c         (  niod.  n) 

employée  par  ce  géomètre.  De  plus,  p  étant  un  nombre  premier,  nous 
disons,  avec  Euler  d'une  part  et  de  l'autre  avec  M.  Poinsot,  que  r  est 
racine  pri  mit  ne  de  l'équivalence 

.r"  =  i  (mod./j) 

et  p  racine  primitive  de  l'équation 


lorsque  r"  est  la  plus  petite  puissance  de  r  qui  soit  équivalente  à 
l'unité  suivant  le  module  p,  et  p"  la  plus  petite  puissance  de  p  qui  se 
réduise  à  l'unité.  Dans  cette  hypothèse,  les  diverses  racines  de  l'équa- 
tion 

sont  les  diverses  puissances  de  p.  et  comme  deux  puissances,  dont  les 
exposants  restent  équivalents  suivant  le  module  n,  sont  égales  entre 
elles,  il  est  clair  que  ces  diverses  racines  peuvent  être  réduites  à 

i,     p,     p'-,     ...,     p»-1. 
De  plus,  m  étant  une  quantité  entière,  on  peut  affirmer  que  la  somme 


P 


2m   i  i     Q(«— i)m —  i_ 


fi  tu 
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se  réduira  au  nombre  «ou  à  zéro,  suivant  que  m  sera  divisible  ou  non 
divisible  par  n.  Enfin,  si  n  est  un  nombre  pair,  on  aura 


p»  =  -i. 


Pareillement,  si  l'équivalence 

x"  =  t         (mod.  />  i 

offre  n  racines  distinctes,  ce  qui  arrivera  si  n  est  diviseur  de  p  —  i, 
ces  diverses  racines  seront  les  diverses  puissances  de  /\  et  comme 
deux  puissances,  dont  les  exposants  seraient  équivalents  entre  eux 
suivant  le  module  n,  resteraient  équivalentes  entre  elles  suivant  le 
module  p,  il  est  clair  que  ces  diverses  racines  pourront  être  réduites  a 


De  plus,  m  étant  une  quantité  entière,  on  peut  affirmer  que  la  somme 

riim  _  , 

]  _j_  /•"'  _|_  /•-'"_)_  ...-)-  /•(»— 1)*»  —   

/'"'  —  1 

sera  équivalente,  suivant  le  module  p,  au  nombre  n  ou  à  zéro,  selon 
que  m  sera  divisible  ou  non  divisible  par  n.  Enfin,  si  n  est  un  nombre 
pair,  on  aura 

n 

r-  =  — i        (mod./?). 

Ces  principes  étant  admis,  les  propositions  rappelées  dans  les  pre- 
mières pages  de  ce  Mémoire  et  relatives  aux  propriétés  fondamentales 

des  fonctions 

©A,       ©/.',        .•■ 

pourront  être  facilement  établies  de  la  manière  suivante. 
Nommons  : 

p  un  nombre  premier  impair: 

0  une  racine  primitive  de  l'équation 

xp=i; 
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t  une  racine  primitive  de  l'équation 

et  t  une  racine  primitive  do  l'équivalence 

xp-^^i  (  lllOfl  ./>  ). 

Comme  les  diverses  racines  de  cette  équivalence  peuvent  être  repré- 
sentées par  les  divers  termes  de  la  progression  arithmétique 

I,      2,      3,      ...,     p  —  \ 

ou,  si  l'on  ne  tient  pas  compte  de  l'ordre  dans  lequel  elles  sont  rangées, 
par  les  divers  termes  de  la  progression  géométrique 

i,    t,    i\     ...,    t''-\ 

l'équation 

i  +  Q  +  0*  +...+  Qp-^  —  o 

pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

(i)  i  +6t+6l"-+...-+-6"-i  =  o. 

On  aura,  d'autre  part, 
et 

I  +7'"  +  T2'"-h.  .  .  +  -(/J-î""  =  />—  I 

ou  bien 

i  4-  -'"  -+-  T2'"  +  .-..+  t(/'-2)'"  =  o, 

suivant  que  m  sera  divisible  ou  non  divisible  par p  —  i.  Soient  d'ail- 
leurs //,  /•  des  quantités  entières  cl  posons 

il  est  clair  que  0A,  0A  seront  égaux  lorsque  h  et  k  seront  équivalents 
entre  eux  suivant  le  module  p  \.  De  plus,  l'équation  (i)  pourra  être 
présentée  sous  la  forme 

e„=--i. 
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Enfin  l'on  aura  évidemment,  quels  que  soient  A  et  k, 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i  et  dey  comprises  dans  la 

suite 

o,      I,     2,     3,      . . .,     p  —  2. 

Les  valeurs  de  «  et  dey"  qui,  dans  l'équation  (2),  rendront,  sous  le 
signe  S,  l'exposant  0  équivalent  à  zéro,  suivant  le  module/?,  sont  celles 
qui  vérifieront  la  formule 

t'  +  lJ  =  o        (moû.p), 
de  laquelle  on  tire 

tf- '  =  —  1  =  t~  "-  (  mod . p  ) 

et,  par  suite, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

J  2     ' 

le  signe  supérieur  ou  inférieur  devant  être  adopté,  suivant  que  i  est 

inférieur  ou  supérieur  à Donc,  dans  l'équation  (2),  l'exposant 

de  0,  sous  le  signe  S,  deviendra  équivalent  à  zéro,  suivant  le  module/), 
pour  p  —  1  systèmes  de  valeurs  correspondantes  de  i  et  dey,  la  valeur 
de  i  pouvant  être  un  quelconque  des  termes  de  la  suite 

o,     1,     2,     3,      .  .  .,     p  —  2; 

et,  dans  la  somme  que  représente  le  second  membre  de  l'équation  (2), 
la  partie  correspondante  à  ces  valeurs  de  «et  dey  sera 

/■-', 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 
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Donc,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  cette  partie  se  réduira 

simplement  à 

(r-i)*(p  —  i)  =  (—i)h(p  —  i) 

ou   bien   à  zéro,  suivant   que  h  -+-  k  sera   divisible  ou  non   divisible 
par  p  —  i. 

Considérons  à  présent  les  systèmes  de  valeurs  de  i  et  dey  qui,  dans 
l'équation  (2 '),  rendent,  sous  le  signe  S,  l'exposant  de  0  équivalent  à 
l'unité  suivant  le  module/?.  Ces  systèmes  seront  ceux  pour  lesquels 

l'équivalence 

li+V=\         (mod./?) 

se  trouvera  vérifiée.  Or,  cette  équivalence,  présentée  sous  la  forme 

tJ  =  i—  /', 

fournira  une  seule  valeur  dey,  comprise  dans  la  suite 
o,     1,     2,    3,     ...,    p  —  2, 

pour  toute  valeur  de  i  qui,  étant  comprise  dans  la  même  suite,  ne 
rendra  pas  nulle  la  différence 

1  -  v, 

et,  comme  la  seule  valeur  i  =  o  fera  évanouir  cette  différence,  il  en 

resuite  que  l'équivalence  dont  il  s'agit  se  vérifiera  pour/;  —  2  systèmes 

de  valeurs  correspondantes  de  i  et  dey,  chacune  des  valeurs  dey  étant 

un  terme  de  la  suite 

1,     2,     3,     .  .  .,    p  —  2.. 

Cela  pose,  concevons  d'abord  que  la  somme  h  -h  A*  ne  soit  pas  divi- 
sible par  p  —  1  et  désignons  alors  par  R,,A.  la  somme  des  termes  qui, 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (2),  seront  proportionnels  à  la 
première  puissance  de  0.  La  valeur  de  R/iA,  qui  sera  déterminée  parla 
formule 

(3)  Ra,*=S(t'a^*)', 
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jointe  à  la  condition 

(4)  ti-\-tl==.\         (inod./>), 

se  composera  seulement  de  p  —  2  termes  de  la  forme 

Tih-+jk 

et,  comme  chacun  de  ces  termes  sera  nécessairement  égal  à  L'un  des 
termes  de  la  progression  géométrique 

il  est  clair  qu'on  aura 

(5)  U/(  /.=  a0  +  ;i,74-a,T2-H.  .  .+  zp_ixP-i, 

a0,  a, up_.,  désignant  des  nombres  entiers  dont  plusieurs  pourront 

s'évanouir  et  dont  la  somme  vérifiera  la  condition 

(6)  a 0  -t-  a  1  -i-  a 2 -1-  .  .  .  -1-  a ^  2  =  /»  —  2. 

Soit  maintenant  m  l'un  quelconque  des  nombres  entiers  compris  dans 

la  suite 

1,     2,     3,      ...,     p  —  2. 

La  somme  des  termes  proportionnels  à 

dans  le  second  membre  de  la  formule  (2),  sera  évidemment 

st""à(-ih+Jk), 

pourvu  que  l'on  étende  le  signe  S  à  toutes  les  valeurs  de  i  et  dey  qui, 
n'étant  pas  situées  bois  des  limites  o,  p  —  2,  vérifient  l'équivalence 

L'+tJ—t'"         (iiiod./>). 

Or,  cette  équivalence  pouvant  être  présentée  sous  la  forme 

ii-">+tj-">=l        [mod.p), 

si  l'on  étend  le  signe  S  à  foules  le-,  valeurs  de  i—  m  et  de  j  —  m  qui 

ORuvres  de  C.  —  S.  I.  t.  III.  12 
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la  vérifient,  on  trouvera,  en  faisant  usage  «le   la  notation   ci-dessus 

adoptée, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

RAiA=T-/"f/'+*)S(T'A+-'*), 

et,  par  suite. 

S(t'7'^/'')  =  Ra./1-""/,+/')- 

Donc,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (  2),  la  somme  des  termes 
proportionnels  à 

sera  généralement 

Donc,  la  somme  des  termes  qui  renfermeront  des  puissances  positives 

de  0  sera 

Ra,aS(t'"'/"-*>0''m), 

le  siffne  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  m  non  situées  hors  des 
limites  o,  v  —  2.  D'ailleurs,  on  aura  évidemment,  sous  cette  con- 
dition, 

&/l  =  S(zmh8tm) 

et,  par  suite, 

Ainsi,  dans  l'hypothèse  admise,  c'est-à-dire  lorsque  h  -+-  k  n'est  pas 
divisible  par/?  —  1,  la  somme  des  termes  qui,  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (2),  renferment  des  puissances  positives  de  0  se  réduit 

simplement  à 

R//,/l0/i+/., 

et  comme  alors,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  la  somme  des  autres 
termes  se  réduit  à  zéro,  il  en  résulte  qu'on  a 

la  videur  de  R/,,A  étant  déterminée  par  la  formule  (3)  jointe  à  la  for- 
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mule  (4  ),  ou,  ce  qui  revient  au  même  . 

(8)  0A8yt=0A+ftS(T«A^*), 

pourvu  que  l'on  étende  le  signe  S  à  toutes  les  valeurs  de  i  et  dey  qui, 
étant  comprises  dans  la  suite 

O,        I,        2,        3,        ...,       p  —  2, 

vérifient  la  condition  (4)- 

Passons  au  cas  où  la  somme  h  -+-  k  est  divisible  par/?  —  i.  Alors, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  on  devra  remplacer  l'équation  (8) 
par  la  suivante  : 

0A  &k  =  0/<+,  S  (  t"+'*  )  +  (  -  i  )  "  (  />  -  i  ) , 

que  l'on  pourra  réduire  à 

©Ae_A— _  s  (t<'-;>a)  +  (- i)*(/> -o, 

attendu  que  l'équivalence 

h  -4-  k  =  o        on        /«■  =  —  h        ( mod.jo  —  i  ) 

entraînera  les  formules 

t*  =  z-" ,        0,  =  0_A,        0/(+A.  =  0O = - 1 . 

Donc,  si  l'on  suppose  la  formule  (7)  étendue  au  cas  où  la  somme  />  -\-k 
est  divisible  par  p  —  1,  c'est-à-dire  si,  en  choisissant  RAi/.  de  manière 
à  vérifier  dans  tous  les  cas  cette  formule,  on  pose 

(9)  0/t0_A=RA,_A0o, 

on  aura 

Ra,-a=S(t<W)*)__(_i)A(/,_1). 

Dans  le  second  membre  de  cette  dernière  formule,  le  signe  S  doit 
toujours  être  étendu  aux  valeurs  de  /et  dey' qui,  étant  comprises  dans 

la  suite 

o,     1,     2,     3,     . . .,    p  —  2 
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vérifient  la  condition  (  i)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  toutes  les 
valeurs  de  i—j  qui,  étant  comprises  dans  la  même  suite,  vérifient  la 

formule 

/'-■/'=  t.-J  —  \         (niod./>  — i) 

et,  par  conséquent,  à  toutes  les  valeurs  de  i  —  j  distinctes  de  la  valeur 

p  —  ' 

2 

qui  donnerait 

U-'  =  —  i         (  mod .  p  —  i  ) . 

Or,  comme  en  admettant  cette  dernière  valeur  de  i—j  on  aurait 
généralement 

on  trouvera  au  contraire,  en  l'excluant, 

S(t(W)*)=_t  *     =-(-0*. 
et,  par  suite,  la  valeur  trouvée  de  RA,_A  deviendra 

(io)  K/,.-/,  =  -  (-i)"p, 

pourvu  que  h  ne  soit  pas  divisible  par/?—  i.  Alors  aussi  l'équation  (9) 
donnera 

(11)  0A0_A=(-i)V. 

Si  h  devenait  lui-même  divisible  par/?  —  1,  il  serait  pair  et,  comme 
on  aurait 

la  valeur  trouvée  de  RA_fl  se  réduirait  à 

p  —  2  —  (p  —  i)=—  1. 

Au  reâte,  on  peut  coin  dure  immédiatement  de  la  formule  (7)  :  i°  que 
la  valeur  de  R/(  k  ne  varie  pa*s  lorsqu'on  fait  croître  ou  décroître  h  ou  k 
d'un  multiple  de  p  —  r;  20  que  RAft  se  réduit  à  —  1  dès  que  l'une  des 


NOTE   I.  93 

quantités  A,  X-  est  divisible  par  p —  i.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  sup- 
pose k  divisible  par  p  —  r ,  l'on  aura 

©,.=  00=-    I 

et,  par  suite,  l;i  formule  (7)  donnera 

(12)  RAo=RoA  =  —  1. 

Si,  dans  la  formule  (7),  on  change  les  Signes  de  h  et  de  k,  l'on 
trouvera 

e_A0_A=R_A,_*0_A,_*, 

puis,  de  cette  équation  combinée  par  voie  de  multiplication  avec  la 
formule  (7),  on  tirera,  en  ayant  égard  à  la  formule  (1 1), 

(i3)  R/..A.R-/,  ,-/.  =  £»• 

L'équation  (i3)  suppose  évidemment   h,  k  et  h  ■+■  k  non   divisibles 
par  p  —  1 . 

Les  équations  (7),  (10),  (11),  (12),  (i3)  coïncident  avec  les  for- 
mules (9),  (11),  (i3)  et  (12)  du  paragraphe  I  de  ce  .Mémoire  lorsque 
le  diviseur  de  p  —  1,  représenté  dans  ce  paragraphe  par  la  lettre  us,  se 
réduit  à  l'unité.  Dans  le  cas  contraire,  pour  passer  des  unes  aux  autres, 
il  suffira  de  remplacer 

h     par     wh,         k     par     rzk, 

puis  d'écrire,  pour  abréger, 

0/,     au  lieu  de     0CT/t        et        R/,,/,     au  lieu  de     Rcta,cta- 

Lorsque  dans  la  formule  (11)  on  pose 

elle  fournit  un  théorème,  très  remarquable,  de  M.  Gauss  et  se  réduit  à 
M)  ©;,_,  =  (-!)  »  P 


9k  MEMOIRE  SUR   LA   THÉORIE   DES   NOMBRES. 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  à 

u  1 1  (6  —  6*+  v  —  e* -+- . . .  +  etF"  -  s"'" y  =  (—  i)  -  P. 

Cette  dernière  équation  coïncide  avec  diverses  formules  du  Mémoire, 
par  exemple  avec  les  formules  (12)  du  paragraphe  III. 


NOTE  IL 

SUR    DIVERSES    FORMULES    OBTENUES    DANS    LE    DEUXIÈME    PARAGRAPHE. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  la  formule  (61)  du  paragraphe  II 
entraine  les  formules  (62),  non  seulement,  comme  nous  l'avons 
avance,  dans  le  cas  particulier  où  u.  se  réduit  à  l'unité,  mais  généra- 
lement et  quelle  que  soit  la  valeur  de  a.  C'est  ce  que  nous  allons 
démontrer. 

Lorsque  v  sera  de  la  forme  (\x-\-  1,  les  termes  des  suites  ((33),  (04) 
étant  eux-mêmes  de  cette  forme,  puisqu'on  a  généralement 

um-\-v{i—  a'")  =  i  +  (v-  OC'  —  «'")         et         v  — 1  =  0         (mod.4), 

seront  équivalents,  suivant  le  module  n  =  t\v,  à  certains  termes  de  la 

suite 

1,     5,    9,     ...,     4v  — 11,     4v  —  7,     4V— 3- 

D'ailleurs  celle-ci  renfermera  :  1"  un  terme  égal  à  v;  1°  v  —  1  termes 
premiers,  non  seulement  à  v,  mais  encore  à 


et  qui,  étant  en  même  nombre  que  les  termes  des  deux  suites  (63), 
(64  >,  devront  être  équivalents,  les  uns  aux  termes  de  la  suite  (63), 
les  autres  aux  termes  de  la  suite  (64).  Parmi  ces  v  —  1  termes,  ceux 
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qui  se  réduiront  à  l'un  des  suivants  : 

I,        2,       à,        .  .  .,        -  =2V, 
2 

étant  précisément 

i,     5,     9,      ...,     2v  — 9,     2v  —  5,     2v  —  i, 
seront  en  nombre  égal  a 


les  uns,  dont  le  nombre  sera  v  ,  étant  équivalents  à  certains  termes  de 
la  suite  (G3)  et  les  autres,  dont  le  nombre  sera  v",  étant  équivalents 
à  certains  termes  de  la  suite  (64).  On  aura,  en  conséquence, 


v'  -+-  v"  = 


Observons  maintenant  qu'en  vertu  des  formules 


V  — 1 


ul    +i  =  o       (mod.v),  v — i  =  o       (  mod.4), 

on  trouvera,  quel  que  soit  le  nombre  entier/;?, 

[«"'+  v(i  —  «'")]  +  [//'"     2  +ï(i-  //"     ajJ  =  2v       (mod./i  =  4v). 

Donc,  chacune  des  suites  (63),  (64  )  se  composera  de  termes  qui,  pris 
deux  à  deux,  pourront  être  représentes  par  des  nombres  de  la  forme 

auxquels  ils  seront  équivalents,  suivant  le  module  n  =  4v.  D'ailleurs, 
si  l'indice  h  se  trouve  compris  dans  la  suite 

I  ,        5,        9,         .  .  .  ,        2  V  —  9,        2  V  —  .j,        2  V  —  I  , 

on  pourra  en  due  autant  de  l'indice  2V  —  h  qui  sera  distinct  de  //  si 

//  diffère  de  v.  Doue,  chacun  des  nombres  désignés  par  v  .  v"  sera  pair 

et 

i         i 

-  V  ,         -  V 
2  2 
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seront  entiers.  Enfin,  comme  on  aura 


V    -+-  V  V  I 


on  peut  affirmer  que,  si  v  est  non  seulement  de  la  forme  (\x-\- i,  mais 
aussi  de  la  forme  8a? H-  5,  les  deux  entiers 


;*■  ;■ 


seront  l'un  pair,  l'autre  impair.  Donc  alors,  la  différence 


i   ,      i   „ 

—  V V 

2  2 


sera  impaire  elle-même  et  ne  pourra  se  réduire  à  zéro. 

A  l'aide  des  observations  qui  précèdent,  on  peut  ramener  à  une 
forme  très  simple  les  valeurs  de 

fournies  par  les  équations  (23),  (26);  et  d'abord,  puisque  les  diffé- 
rents termes  de  chacune  des  séries  (63),  (64),  pris  deux  à  deux, 
peuvent  être  censés  de  la  forme 

//,       2V  —  II, 

les  équations  (23),  (26),  combinées  avec  la  formule 

0/1  02v_/i=  R/,)SV-A  02v, 


donneront 


V— 1 


a1 


\v  —  '»?/  —  Ri,2v— iRv-tv— i)ita,v+(v— !)»'•  •  -R 


02  V 


-(V— 1)«    *    ,VH-(V— I)U    -     0V(V. 


y  —  1 
4 


"\V      '>s'V  —  Rv— cv— r»,v+(v— on  .  ..R  ï^2  ^tî — - 

v— (v-i)w  ■-  ,V+(V-l)ll  -    0V(V_, 


Si  d'ailleurs  v  est  de  la  forme  (Sx -h  5,  alors      ,  '*  sera  un  nombre  paii 


NOTE   II. 

et  l'on  aura,  non  seulement 

8iv=  0_2V,         02v  0_2V  =  0|v  =  (-  iy-^p  =  p, 


mais  encore 


<■» 


0JV, 


0.; 


02;  =P  "  , 
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ce  qui  réduira  les  formules  précédentes  à 

V  —  5 


^(\/— ^>    5")    =  />      "  Rv_(v_lJ„,V+[V-|!«     •    •    -H 


11—  (V  —  1)|»    3    ,V+(V— 1)« 


Ces  dernières  équations  et  les  équations  analogues,  qui  fourniraient 
les  valeurs  de 

coïncident,  comme  on  devait  s'y  attendre,  avec  les  formules  (66) 
lorsqu'on  prend  v  =  5  et  avec  les  formules  (  ~4),  (?5)  lorsqu'on 
prend  v  =  i3. 

Si  v  était  de  la  forme  8a?  -+- 1,  alors,  — ? —  étant  un  nombre  pair,  on 

4 

aurait 


v— l  v  — l 

©v,v_I,=  e4v=e0=-i>      02;  =P  8  , 


ce  qui  réduirait  les  formules  précédemment  obtenues  à 

v  -  l 
j(y/— i,ç)    =  —  /'   8    I5i.2v-iHv-(v-i;«',y+(v-i)«3-  •  -R 


*(/="?,  «•)  =  ■ 


Kv_ (V—  !)»,V+(V—  i)u    •  •  •  I» 


1—  (V— 1)1»    '    ,V+(V— I)« 


V— (V— 1)B    »    ,V+(V      1    a 


Dans  tous  les  cas,   en   divisant  la  valeur  de  ^(y— i,c)   par  celle 
de  -T  \  —  i,ç";,  on  trouvera 

''\~,;)     =   ll|.îyl«v-.-|:.^;v-l),-.  ■  .R^,^,,^^,,^ 
jKv'~    S")  Rv-(V-l)«,V-H(V-,)B.  ■  •RVHvll)(,ïï>KV_1   „V 
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Si.  dans  cette  dernière  formule,  on  remplace 

P 


R/..A     par 


R«-/i.H-/. 


toutes  les  fois  que  h  et  /•  sont  équivalents,  suivant  le  module  n  =  4v, 

à  des  nombres  compris  entre  les  limites 


O,       2V, 

on  en  tirera 

V 

/(p)  et  f(  p)  désignant  des  produits  de  la  forme 

R/i,2V-/|Ra-,2V-A  •   •  • 

composés  de  facteurs 

R/t,2V— ht       R*,îV— ht 

dont  aucun  ne  deviendra  divisible  par  p  lorsqu'on  y  substituera  r  à  p; 

OC 

puis,  en  ayant  égara1  aux  formules  (4;))  ou  (o(>)  et  représentant  par  — 

g 
la  valeur  du  rapport  -  réduit  à  sa  pins  simple  expression,  l'on  trouvera 

successivement 


6  +  yU- s" +  ...-;''•'-)  y/- i  _  P*Ap) 
et 


?(«-«•+.. -«■vjv'zrr--^. 


.r 


-f-  .)■  (ç  —  ç»  + . . .  —  ç"'-'  )  y/-  i    _  />"2  /'(  o  ; 


On  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  seconde  des  formules  (43), 

[x+y(ç  —  ç*-*-...  —  s"v_a)  \/~]  [*  -  j (s  -  s"  +  •  •  •  -  ç"v_î)  y/~]  =  ^  ■+■  v/2] 
et,  par  suite,  on  trouvera  encore 

[•*•'  +  /(«  -  ç"  +  •  •  •  -  s"v-')  v^J'2  f(p)  =  p-7"  (.^2  -h  vys)/(p), 
|>  -j(ç-  s»  +  . . .  -  ç»~)  s/=^T]2/(p)  =  />"(*»  +  v")  f(p). 
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Si,  dans  ces  dernières  équations,  on  remplace  p  par  /•,  on  devra  y  rem- 
placer en  même  temps  ç  par  s,  \  —  i  par  a  et  le  signe  =  par  ==,  le 
module  étant  le  nombre  p.  On  trouvera  ainsi 

v'--  v" 

[x  +  (s  —  su-h..  .-.!"->r]:f(/')  =/)~(.r!  +  vv2)/(r) 

(mod.p). 

v"— V' 

[.r  —  (.v  —  .v"  -+- .  .  .  —  s"-"1  ut  r  ]- /(  r  |  =  p    *    (a;5  +  v/s  )  f(r) 

Observons  h  présent  que  ce  et  y,  n'ayant  pas  de  facteurs"  communs, 
ne  peuvent  être  simultanément  divisibles  par/?.  Par  suite,  on  pourra 
en  dire  autant  des  expressions 

x  ■+-  (s  —  s"  -+- .  .  .  —  .s"v~3  )  ay,     x  —  {s  —  s"  -+- .  .  .  —  sttV-a  )  ay, 

qui  ne  peuvent  devenir  simultanément  divisibles  par  p  qu'avec  leur 
somme 

IX 

et  leur  différence 

■>.  (s  —  s"  -+-...  —  .v"v~"  )  ay, 

par  conséquent  avec  x  et  v,  attendu  que  les  quantités 

s  —  s"  -+- .  .  .  — s"'"'     et     a 

sont  racines  des  équivalences 

a?2=v      (mod./>),  x'*=i       (mod.p). 

Cela  posé,  comme  f(r)  et /(/')  ne  seront  pas  non  plus  divisibles  par/?, 
il  est  clair  que,  des  deux  produits 

[x  +  {s  —  s" -h.  .  .  —  .~>"'-')ay]if(r),     [x  —  (s  —  su-^.  .  .— s"''-,)ay]- /(  r), 

l'un  au  moins  sera  équivalent,  suivant  le  module/?,  à  un  terme  de  la 

suite  • 

I,     2,     3,      ...,     p  —  I. 

Donc,  en  vertu  des  formules  obtenues,  on  pourra  en  dire  autant  de 
l'un  des  produits 

V'— V"  V"—  V' 

p    -    (jji-4-vy*),     p    -     (r  +  vri. 
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D'ailleurs  le  binôme 

étant  diviseur  de 

S'  +  vy», 

devra,  en  vertu  de  la  formule  (4?)  ou  (48),  diviser  l'un  des  produits 

v— l  v— 3 

kp  -  »    4/>  2  , 
et  par  conséquent  il  sera,  ou  de  la  forme 

si  l'un  des  deux  nombres  ce,  y  est  pair,  l'autre  impair,  ou  de  la  forme 

ip\>- 

si  x,  y  sont  tous  deux  impairs,  attendu  qu'alors  ar-t-vy2,  divisé 
par  4,  donnera  i  pour  reste  et  ne  pourra  devenir  égal  à  4/A  Or, 
comme  les  produits 

y' -y"  y— y 

p    2    (aï+vy*),    p    '    (a^-t-vy1) 
se  réduiront,  dans  le  premier  cas,  à 

V'_  y"                       y"— y 
(J.H [AH : 

/>  "       I        P 


et,  dans  le  second  cas,  à 

ip        2   ,    ip 

il  est  clair  que  l'un  des  exposants 


•/'—  y" 


■>       fJH- 


devra  être  égal  à  zéro.  Par  conséquent,  si,  en  prenant  pour  \i.  la  valeur 
numérique  de  la  différence >  on  pose 


V    -  V" 

P-  =  ±  — T— 
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on  pourra  satisfaire,  par  des  nombres  x,  y  entiers  et  premiers  entre  eux, 
à  l'une  des  formules 

2/3^=  „r2  -t-  vy-, 

savoir,  à  la  première,  par  deux  nombres  entiers,  l'un  pair,  l'autre 
impair,  ou  à  la  seconde  par  deux  nombres  entiers  impairs.  .Mais  la 
seconde  formule  ne  peut  subsister  lorsque  v  est  de  la  forme  8a; -h  5, 
puisque  alors,  pour  des  valeurs  impaires  de  x,  y,  x*-+-vy2  est  de  la 
forme  8a; -h  6,  tandis  que 

2/#  =  2  (4  VST  -+-  l)V- 

est  de  la  forme  H.r  -+- 1.  Donc,  si  v  est  de  la  forme  Hx  -+-  5,  des  nombres 
x,  y,  entiers  et  premiers  entre  eux,  vérifieront  la  formule 

pV-=xi-hvyi, 

pourvu  que  l'on  y  suppose  u.  égal  à  la  valeur  numérique  de  la  diffé- 
rence  -v  —  -v  ,  par  conséquent 


D'ailleurs,  la  valeur  précédente  de  u.  est  précisément  celle  que  fournit 
la  première  des  équations  (Go).  En  effet,  les  expressions  (05)  se 
réduisant,  en  vertu  de  la  formule 


v'  -+-  v"  = 


aux  deux  suivantes, 


1  ,  !      „ 
-V,       -V' 

2  2 


si  l'on  éçale  l'une  ou  l'autre  à  la  différence  X -. — ,  on  aura 

i          v  —  5  ,  ,. 

2  A ; =  V  OU  V 


et  la  première  des  formules  (Ooj  donnera 

v  —  3         ,       v  — i       /v  — 5         .,       v'-t-v"       /v  — 5  .  | 

I  = h  f  —7 2  /.  j  =  ± 
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Pour  établir  les  propositions  ci-dessus  énoncées,  nous  avons  eu 
recoins  à  la  formule  qui  fournit  la  valeur  du  rapport  des  expressions 


imaginaires 


,T(\-i,ç\  H\r^,iu) 


et  nous  avons  transformé  la  fraction  qui  représente  cette  valeur,  de 
manière  à  mettre  en  évidence  tous  les  facteurs  égaux  à p,  soit  dans  le 
numérateur,  soit  dans  le  dénominateur.  On  pourrait  faire  subir  une 
semblable  transformation  aux  valeurs  mêmes  des  deux  expressions 


imaginaires 


ou  bien  encore  les  deux  suivantes  : 

i(-v~s),    $(-\/=~i,ç"). 

Concevons  en  particulier  que,  dans  les  valeurs  précédemment  trouvées 

de  i(v  —  i»  ç)  et  de  §  (y/  —  ï,  ç"),  l'on  remplace 

R/«.  a     par     = — '- , 

!»«-/,, «-A- 

toutes  les  fois  que  h  et  k  sont  équivalents,  suivant  le  module  /*  =  4v, 
à  des  nombres  compris  entre  les  limites 

O,       2V. 

On  trouvera,  si  v  est  de  la  forme  Sx  -+-  5, 

en  désignant  par 

<p(p).     X(p) 

deux  fractions  qui  auront  pour  numérateurs  et  pour  dénominateurs 
des  produits  de  la  forme 

R*,B— h  R  A.«— A--  •  ■  , 

composés  de  fadeurs  dont  aucun  ne  deviendra  divisible  par/,»  lorsqu'on 
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substituera  r  à  p;  puis,  en  ayant  égard  aux  équations  (3o)  du  para- 
graphe II  et  à  la  formule 


V  —  3  V 


V  —  3  V    -+-  V" 


on  trouvera  encore 


*(- 


v7—  '.  s)=p 


?(?) 


#(_  ^/ZTT,  s»)  = 


/' 


x(p) 


Si  v,  au  lieu  d'être  de  la  l'orme  Sx  -h  5,  était  de  la  forme  Sx  -+-  i ,  les 
valeurs  de 

^(s/^s),    £(\/=^,çtt),    ^(-v~.s),    ^(_y/=T,ç'0 

seraient  semblables  à  celles  que  nous  venons  de  trouver,  à  cela  près 
que,  dans  les  exposants  de  p,  la  première  partie 


V 3 


se  trouverait  remplacée  par 


8 


Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  aura 

V'  —  v"  —  v"       _  V       _  : 

p1  o(p)  />2x(p) 


?  <  P  » 


x(p) 


puis  on  tirera  de  cette  dernière  formule  combinée  avec  les  équa- 
tions (49)» 

ôW=7_     nv—,,)        *U=u?)       (p)x(p) 


\-l  i(-\-.,ç")  .T(-v-l.ç) 


et,  par  suite, 


(  0  -h  £  v—  ' )2  =  1  ^"  + £'2 1  v  1 P  »  X  (  P  »i 


F  p  I  /.  I  p  I 
Si,  dans  ces  dernières  formules,  on  remplace  p  par  r,  on  devra  rem- 
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placer  en  même  temps  y~  par  a  et  le  signe  —  par  le  signe  ==,  le 
module  étant  le  nombre/».  On  trouvera  ainsi 

(ô  +  ea)*=caî-+-e2)<p(r).3C(r) 

!  (mod./>). 

Donc,  puisque  <p(r),  y/r)  ne  sont  équivalents  ni  à  zéro  ni  à  -,  suivant 
le  module  p,  la  somme 

Ô'2  +  £2 

ne  pourra  devenir  divisible  par  p  qu'avec  les  deux  binômes 

o  -h  za,     o  —  ta, 

par  conséquent,  avec  les  deux  nombres 

O,       6. 

D'ailleurs,  il  est  permis  de  supposer  que  les  nombres  o,  £  sont  pre- 
miers entre  eux,  attendu  qu'on  n'altère  pas  les  équations  (49)  en 
transportant  dans  6  et  dans  y  les  facteurs  qui  seraient  communs  à  S 
et  à  £.  Donc,  cette  hypothèse  étant  admise,  S2 -h  i'2  sera  premier  kp; 

et,  si  l'on  nomme  comme  ci-dessus  —  la  forme  la  plus  simple  de  la 

g  y 

fraction  -,  l'équation  (47)  ou  (48)  entraînera,  ou  les  deux  suivantes  : 

ôs  -+-  £■  =  1 ,  x-  -+-  v y-  —  pV- 

si  des  nombres  x,  y  l'un  est  pair  et  l'autre  impair,  ou  les  deux  sui- 
vantes : 

o!+£!=2,         x  -+-  vy2  =  2 pV- 

si  les  nombres  x,  y  sont  tous  deux  impairs.  Dans  le  premier  cas,  on 
aura 

8  =±  I,  S  =  O 

OU 

0  =  0,  S  =  ±  I , 

par  conséquent 

(<5  ±  £«)2  =  rt  1         (mod.p) 
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et 

o(r)x('-)    =  ±i 

(motl.o). 
[<p(r)x(r)]»  =  .i 

Dans  le  second  cas,  qui  ne  se  présente  jamais  lorsque  v  est  de  la  forme 

8x  -+-  5,  on  aurait 

à  =±i,        e  =±  i, 

par  conséquent 

(o±£ff)!  =  ±2A         (mod./)) 

et 

9(/-)Z(r)    =±« 

(mocl.p). 
[?(r-)X(r)]»  =  -i 

Pour  déduire  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  la  valeur  du  produit 

?('')x('-), 

il  suffirait  d'observer  que  les  deux  expressions 

V  v" 

f>*<o(p),    />2x(p) 
renferment  tous  les  facteurs  de  la  forme 

l»A,2V— h==  «A,n-(-sv— A  —  R/J.6V— A» 

A  désignant  un  nombre  distinct  de  v  et  compris  parmi  les  termes  de  la 

suite 

i,     5,     9,     ...,     4v  — u,     4v— 7,     4v  — 3. 

Comme  d'ailleurs,  pour  mettre  en  évidence  les  facteurs  égaux  à  p,  il 
suffit  de  remplacer 

R  nar  P  —  P 

"■il— A, n— ÏV-I-/I  I»4V— A,2V-l-A 

lorsque  /*  est  renfermé  entre  les  limites  o,  2V,  on  trouvera 

KîV-t-3,4V—  3  I*jv-(-7.iV— 7  •  •  •  l*3V— ï,3V+î 


'(p)x(p)  = 


**ÏV-»-l,4V— I  l»2V-t-S,4v— 5  •  •  •  l«3v— 4,3V-t-4 


Il  y  a  plus  :  comme  on  aura  généralement,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le 

OF.uvres  ,le  C.  —  S.  I,  t.  III.  I  1 
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prouver, 

R/j,ÎV-/j  —  R//./i  RîV— A,2V—  Ai 

on  trouvera  encore 

r       ,      .         ,      ,-.,  r>2V4-3.SV-(-3  l*JV-f-7,2V-l-7  ■  •  •  "4V— 3,4V— 3 

[<p(p)x(p)]*=5 n r 

I»2V+1,SV+1  l»!V+-5,2V-*-5  ■  •  •  l»4V— 1,4V— 1 

Si  maintenant  on  remplace  p  par  r  et  le  signe  =  par  le  signe  =,  on 

devra  remplacer  généralement 

R/,./. 
par 

—  "-n—hji—k 

et  l'on  aura,  par  suite, 

/      \      ,     \  "3,2V— :jR:,sv— 7  ■  •  •  Hv— 2.V+2 

?('•)■/.('•)  =fî — n n- — : 

"1,2V— 1  "5,2V— 5"  •  ""V— 4,V-H4 

(înod./?). 

r        /       x         /       ,-ij  "3.3  "t. 7  •    •    '"V-S.V-silv+l.V+î'    •    •  '*2V— 3,2V— 3 

[?('')/('•)]-=  jp-n n n jT — : — 

"■M  "5,5"  •  •  "V— 4,V— 4"V-t-4,V-l-4'  •  •  "2V— 1,2V— 1 

En  joignant  cette  dernière  formule  à  celles  que  nous  avons  précédem- 
ment obtenues,  on  arrivera  immédiatement  aux  conclusions  renfer- 
mées dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  v  et  p  étant  deur  nombres  premiers,  l'un  de  la  forme 
\jl •-+- 1  et  l'autre  de  la  forme  l\vx-\-\,  supposons  que  la  suite  des  nombres 

I,        5,       9,        ...,        2V  —  9,        2V  —  5,        IV  —  I 

offre  v'  racines  de  l'équivalence 

y  — 1 

x  -   =  1        (mod.v) 
et  v"  racines  de  l'équivalence 

V  —  1 

■r-  2    =—  1         (  mod.v), 
on  aura 


v'  -f-  V    =  


et,  si  l'on  nomme 

la  râleur  numérique  de 
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on  pourra  satisfaire,  par  des  nombres  x,  y  entiers  et  premiers  entre  eux, 

à  l'équation 

xi-\-vyi=pV-, 

non  seulement  lorsque  v  sera  de  la  forme  Sx  -h  5,  ?nais  aussi  lorsque, 
v  étant  de  la  forme  Sx  -+- 1 ,  le  rapport 

ii,,tv-,n,,.8V_,...n.,_t,.,+t 

"3.2V     3  «7,2V— 7  •   •   ■  "v  —  2,V+Î 

sera  une  des  racines  de  l'équivalence 

x*=  î         (moû.p). 

Si  le  même  rapport  cessait  d'être  équivalent,  suivant  le  module  p, 

à  H-  i  ou  à  —  i,  il  suit  de  ce  qu'on  a  dit  qu'il  deviendrait  racine  de 

l'équivalence 

,r2  =  —  i  (  niod.  p), 

etalorson  pourrait  satisfaire,  par  des  nombres  ce, y  entiers  et  premiers 
entre  eux,  à  l'équation 

Au  reste,  nous  n'avons  pas  encore  trouvé  d'exemple  dans  lequel  le 
rapport  dont  il  s'agit  ne  fût  équivalent,  suivant  le  module/?,  à  ±i; 
et,  si  l'on  démontrait  qu'il  en  est  toujours  ainsi,  on  en  conclurait 
immédiatement  qu'on  peut  satisfaire,  par  des  nombres  x,  y  entiers  et 
premiers  entre  eux,  à  l'équation 

.x"--\-  vyi=pV-, 

non  seulement  lorsque  v  est  de  la  forme  8.r-h  5,  mais  encore  lorsque 
v  est  de  la  torme  8x  +  i. 

Il  nous  reste  à  montrer  comment  on  peut  déterminer  directement  la 
valeur  du  nombre 


Parmi  les  termes  de  la  suite 


I,        5,        9,        ...,        -2V  —  9,       2V-3,        2J  —  1 
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plusieurs,  en  nombre  égal  à  v',  vérifient  l'équivalence 

•i  —  i 
x  %   ==  i         (mod.v); 

d'autres,  en  nombre  égal  à  v",  vérifient  l'équivalence 

V  —  1 

X    2     =—  I  (  1110(1.  v), 

et  un  seul,  savoir  le  terme  v,  satisfait  à  la  condition 

v  — i 
x  2    ==  o         (mod.v). 

Cela  posé,  il  est  clair  qu'onjuira  non  seulement 

v'  +  V  "  =  , 

2 

mais  encore 


V  —  1  V  —  1  V  -  1 

2 


-/  —  v'==  i   *    -t-  3  -    -+-9 


V—  1  V  — 1  V  — 

4-(2V  — 9)    2     +(2V-  5)    2     +(2V-l)    2 


(motl.v); 


par  conséquent 

v  — l 

v'_v*=  -^r-r(e=+e5~  +  e9=-H.  .  .  +  e<2''-9>;4-  e(w-5)=^_  e<jv-us)  (mod.v), 

pourvu  que  l'on  suppose  s  =  o  après  les  différentiations  effectuées. 
On  aura  d'ailleurs 

z,(2V-l-3); „=  pz  , 

,?=  +  e5«  _,_  e*Z  +  ,  #   _  +  e(»V-t  )  =  _ _  /  gîVÏ  _  j) 


ei; — i  e2r — e~i:        ez-he~z 

et  comme  le  facteur 

e^z  —  i , 

ainsi  que  ses  dérivées  relatives  à  z,  devient,  pour  une  valeur  nulle  de  z, 
équivalent  ;i  zéro  suivant  le  module  v,  on  trouvera,  en  définitive, 


(mod.v); 


V  —  1 

v'      v"  — 

(        ' 

J           J    ~             V-l 

dz  2 

V  e-  -t-  e  ~- 
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par  conséquent 


v  —  1 

I      Cl    * 
V    —  V    = ^—7  |    I  4 


dz 


et 


-*i^0 


rf-     * 


1.2  1.2.3.4 


(niod.v) 


(niod.v), 


s  devant  être  réduit  à  zéro  après  les  différentiations ;  puis  on   en 
conclura 


1 .2.3 


(_  1  )/-»-ff-i-/i- 


•  2.3 (/  +  «•  + 


(1.2 /)(  1.2. 


^WH  (-■'). 


le  signe  S  devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  entières,  nulles  ou 
positives,  de/,  g,  ...  qui  vérifient  la  formule 

s  1  /  V  —  I 

/-f-  2£--+-  3/i   +.  .   .=    — , 

-I 

et  chacun  des  produits  1.2 /,  1.2 g,  ...  devant  être  remplacé 

par  l'unité  lorsque  le  dernier  facteur  f,  ou  g,  ...  se  réduit  à  zéro.  La 
valeur  de  l'exposant  u  se  trouvera  ainsi  complètement  déterminée, 
puisque  d'ailleurs  cet  exposant  doit  être  positif  et  inférieur  à 


Si  l'on  prend  successivement  pour  v  les  différents  termes  de  la  suite 
5,     i3,     17,     29,     3;,     41,     53,     61,      ..., 

on  trouvera  successivement,  pour  v  =  5, 


pour  v  ==  i'3, 

1.2.3.4.5.0     1 


1.2  1 

T  2 


f*  =  »; 


1.2.3.4      1.2.3.4.5.6 


?      ==!=!, 
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pour  v  =  17, 


NOTE  III. 

SUR    LA    MULTIPLICATION    DES    FONCTIONS    0/,,     0/,,     .... 

Les  principales  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus  dans  le 

précédent  Mémoire  y  sont  déduites  de  la  considération  des  produits  de 

la  forme 

0A0*  ©,.... 

Lorsque,/;  étant  un  nombre  premier  impair,  on  désigne  par 
des  racines  primitives  des  équations 

et  par  /  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

xp~x  =  1        (  mod.p), 

alors  la  valeur  de  SÂ,  déterminée  par  la  formule 

Bk=-6  +  t* ô<  +  r2/'  91'  -t- . . .  -t-  t</'-2"'  6"'~\ 

ne  varie  pas  quand  on  fait  croître  ou  diminuer  h  d'un  multiple  de/?  —  i  ; 
et  l'on  a  :  i°  en  supposant  h  divisible  par/;  —  i, 

20  en  supposant  h  non  divisible  par  p  —  i, 

eAe_A=(-i)A/>. 

Si,  au  contraire,  en  nommante  un  diviseur  de  p  —  i,  on  pose 


777 


_    /»  —   I 


p=T 


ta 
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et,  de  plus, 

(i)  %h=Q  +  p'>6'  +  pi/lQt'-  +  .. .  +-  ?(p-^''9t'"\ 

alors  Qh  sera  une  fonction  des  racines  primitives 

des  deux  équations 

X1'  =  1  ,  Xn  =  1  , 

qui  ne  variera  pas  quand  on  fera  croître  ou  diminuer  h  d'un  multiple 
de  n;  et  l'on  aura  :  i°  en  supposant  h  divisible  par  n, 

(2)  eA=©0=-i; 

2°  en  supposant  h  non  divisible  par  n, 

(3)  h  &_h=(-i)*»p  =  Gh  »„_.„. 

Ajoutons  qu'en  vertu  des  principes  établis  dans  la  première  Note,  si 
l'on  multiplie  Qh  par  0A,  on  trouvera 

(4)  eA0*=iW0A--fc, 

R,i,*  désignant  une  fonction  qui  ne  renfermera  plus  0,  mais  seulement 
la  racine  primitive  p  =TCTet  ses  puissances  entières.  On  aura  d'ailleurs, 
lorsque  h  ■+-  k  ne  sera  pas  divisible  par  n, 

(5)  Ra1*=3(p'*+-^*), 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i  et  dey  qui,  étant  com- 
prises dans  la  suite 

o,      i,     2,     3 /;  —  2, 

vérifient  la  formule 

(6)  ('+fei         (mod./>). 

Soient  maintenant 

//,    /.,    /,     ... 
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dos  nombres  entiers  divers.  On  trouvera  successivement 

©^e^R/,./,©/^/,, 

©/;  ©/.  ©/=  R/,.Â  ©/(+/.-  ©/=  R h. k -R /<-)-/,,/  ®A-l-*+/> 

Donc,  si  l'on  pose  généralement 

(;)  0a0a©/...  =  Ra,*,/,...®a+a+/+..., 

R-a.*,/....  sera  encore  une  fonction  de  p  déterminée  par  une  équation  de 

la  forme 

Ra,*,/,...  =  "/i.i-R/i+A-,/! 

Il  est  bon  d'observer  que,  si 

h  ■+-  A-  +  /  H- .  .  . 

n'est  pas  divisible  par  n,  on  aura 

(8)  Ra,*^...  =  S(p'*+''**'''+"-), 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  ï,  i",  ...  qui,  étant 
comprises  dans  la  suite 

O,        I,        2,        3,        ...,       p  —  2, 

vérifient  la  condition 

(9)  ti+tt'+ti'+...  =  i        (moà.p). 
Ajoutons  qu'en  vertu  de  la  formule  (7),  l'expression 

„  _©/i©A©/--- 

"h,JcJ,...  —  -7T 

vfh  +  A-t-/+... 

sera,  comme  le  produit 

0,0,0,... 
et  comme  l'expression 

9wt+i+...  =  0  +  p*p*p'.. .  0'+  p»*p"y. .  .9<s  +  . ..+  p(P-ï)Ap(p-s;*p(/,-s)/.  _  -0tr-»j 
une  fonction  entière  et  symétrique  de 

p",    pk,    ?',     -.., 
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par  conséquent  une  fonction  linéaire  des  sommes 


p« 


>ï*  +p«  -{-..., 


q(«-  l)/l  _|_   p(B-1)A  _|_   q(«— 1  )/. 


dans  lesquelles  les  coefficients  seront  des  nombres  entiers. 

Les  équations  (2),  (3)  et  (7)  entraînent  les  diverses  formules  que 
nous  avons  données  dans  le  Mémoire,  et  particulièrement  celles  qui 
changent  le  quadruple  d'un  nombre  premier  p,  ou  d'une  puissance 
entière  de  p,  et  quelquefois  ce  nombre  lui-même  en  expressions  de  la 
forme 

,r2-t-  ny2, 

11  étant  un  diviseur  de  p  —  1. 

D'abord,  si  l'on  suppose  n  =  2,  et  par  suite  r>  = >   la  racine 

primitive  p  de  l'équivalence 

.r2  =  [ 

sera  simplement 

p=—  1, 

et,  en  posant  h  =  t,  on  tirera  de  la  formule  (  3) 

0*=(-i)  *  /? 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


/' 


(10)  («-0!-t-9'!-...-5"")2^(-[)  2  />. 

On  se  trouvera  ainsi  ramené  à  la  formule  (1  \  )  de  la  première  Note. 

Concevons  maintenant  que  n  soit  un  nombre  premier  impair.  Alors 
les  diverses  racines  primitives  de  l'équation 

(il)  Xn=\ 

seront 


P>       P  >      p  >       •  •  ■  >       P         >       P         >       p         » 

et  si  l'on  prend  successivement  pour  h  les  divers  exposants  de  p  dans 

Œuvres  de  C.  —  S    I.  t.  III.  '  •"> 
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ces  racines  primitives,  c'est-à-dire  les  divers  termes  de  la  progression 
arithmétique 

i,  ?,  3,  ...,  n  —  3,  n  —  2,  u  —  i, 
on  obtiendra  pour  valeurs  correspondantes  de  Qh  les  expressions 

0„  02,  0.,,  ...,  0„_3,  0„-2,  ©„_,, 
lesquelles,  en  égard  à  l'équation  (3),  vérifieront  la  formule 

0,  0„_  ,  =:  0,  0„_2  -=...=  0„_,  0,^  =  /), 

2  1 

par  conséquent  la  suivante  : 

n—  1 

(la)  p  2  =e,eieï...eII_30ll _,©„_,. 

D'ailleurs,  les  divers  termes  de  la  progression  arithmétique 
i,     2,     3,      ...,     n  —  3,     n  —  2,     a  —  i 

peuvent  être  censés  représenter  les  diverses  racines  de  l'équivalence 
(i3)  jt"-'=i        (mocl.n). 

Il  y  a  plus  :  si  l'on  nomme  s  une  racine  primitive  de  cette  équivalence, 
les  termes  dont  il  s'agit,  abstraction  faite  de  l'ordre  dans  lequel  ils 
sont  rangés,  seront  équivalents,  suivant  le  module  n,  aux  divers 
termes  de  la  progression  géométrique 

I         «         v-  c"—  * 

I  ,  <> ,  .5     ,  .    .    .  ,  A  , 

et,  par  suite,  la  formule  (12)  donnera 

n  - 1 
04)  />  *  =  0,  0, 0.v» . . .  0,—  ®S"->> 

Observons  a  présent  que  l'équivalence  (i3)  se  décompose  en  deux 
autres  dont  la  première, 

n  —  1 
x  '2  =  1        (  mod.  n  1, 
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a  pour  racines  les  puissances  paires  de  s,  savoir 

I  ,     s*,     s'%      .  .  .,     sn~3, 
tandis  que  la  seconde, 

n  -  1 

x  2    =  —  i         (motl.«), 

a  pour  racines  les  puissances  impaires  de  s.  Donc  le  produit  qui 
constitue  le  second  membre  de  l'équation  (14)  peut  être  décomposé 
en  deux  autres  produits  de  la  forme 

0,  0,>0,;.  .  .0,.-,  =  R,,  .«...«•■ ,— -0,+,»+,s. 


+  ...+S'—'  1 


et  comme  on  aura 


s?H  —  1 


I 

i  -+•  s*  +  «»  +  ...+  s"-6  ■=.  =  o 

s- —  i 

ç«  —  i ] 

S  -+-  .V5  -+-  ss  -+- .  .  .  -+-  s"  ~-  =  5 


(  mod.n), 


.s-  —  I 
par  conséquent 

0H-4-'-l-i''+...  +  .s-"-3   —    ©O  —  '  » 

^s+s'+s$-t-...+s"~ *  ——  "o  —         '  > 

il  est  clair  que  les  deux  produits 

0,  0,*  0,. . . .  0,—  ,     0,  &s>  0S  . . .  0,n-, 

se  réduiront,  le  premier,  avec  R«, ,».,*,....*"""•»  à  une  fonction  entière  et 
symétrique  de 

p,      ps  ,     ps  ,      .  .  .,      ps      . 

le  second,  avec  R,,,»,;« ,*-»,  à  une  fonction  semblable  de 

P*.    p",    P*s.     ....    p*""', 

les  coefficients  étant  des  nombres  entiers.   D'ailleurs,   une  fonction 
entière  et  symétrique  de 

P,     p"  ,     p*,      ■••,     P's 
sera  simplement  une  fonction  linéaire  des  sommes  de  la  forme 
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m  désignant  un  entier  inférieur  à  n;  et  une  semblable  somme  se 
réduit  toujours  à 

p  4-  p-v!  -+-  ps'~  4- .  .  .  4-  p"'"~3 

ou  bien  à 

ps  4-  ps3  4-  ps*  4- ...  4-  ps"'\ 

selon  que  m  est  équivalent,  suivant  le  module  n,  à  une  puissance 
paire  ou  à  une  puissance  impaire  de  s.  On  aura  donc,  en  désignant 
parc0,  c,,  c,  des  quantités  entières, 

0,  0,;  0,. .  .  .  0,"  -»  =  C0  4-  Ci  (  p  4-  p<;  -4-  ...  4-  p'5""3  )  +  C,(  p'«  ■+■  p''  -t- .  .  .  -h  ps"~*  ), 

puis  on  en  conclura,  en  remplaçant  p  par  pc, 

0,  0,-3  0,5 .  .  .  0.,."-,  =  C0  4-  C,  (  p'  4-  p*'  -4-  ...  4-  p""""'  )4-C2(p4-ps!4-...4-  p*"-3  ). 

D'autre  part,  les  expressions 

i,    p,    ps,     ...,    p*""', 

qui  coïncident,  à  l'ordre  près,  avec  les  suivantes  : 

i,    p,    p2,     ....    p"-', 

représentent  les  diverses  racines  de  l'équation 

.r"  =  i 
el  offrent  une  somme  nulle;  en  sorte  qu'on  a 

p  -4-  ps  -r  ps'  4-  ...  -4-  ps""'  =  —  i . 

Ce  n'est  pas  tout  ;  si  l'on  pose 

p  — p*4-p*s  — ...  — p*"-'=A, 
on  tirera  de  l'équation  (io),  en  y  remplaçant/)  par  n,  6  par  p  et  /  par  s, 

n  — 1 

(i5)  A2=(-i)  -'    n. 
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Cela  posé,  on  trouvera 


p*+p* 


i  -  A 

Qs~  -h  .  .  .  -H  0"        = , 

'  2 

i  +  A 


et,  par  suite, 


elei.©s....ef»-i  =  i(A  +  BA), 

2 

050sl0vs...0vn_i=  -(A  —  BA), 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(  ae,ei.eî....ejB->  =  A  +  BA, 

(16) 

/  2  0V  0.v>  0V= . . .  0^-;  =  A  -  B  A, 

les  valeurs  de  A,  B  étant 

(17)  A  =  ac0  —  Ci  —  ct,         B  =  c,— c,  ; 

puis  on  tirera  des  équations  (16),  combinées  avec  les  formules  (i4) 
et  (i5), 

n  —  1 

rAp  s    =A2  —  B2A2 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

n  -  1  n  —  1 

(.8)  kp  *  =  As-(-i)  *  *BS, 

les  valeurs  numériques  de  A,  B  étant  deux  entiers  qui,  eh  vertu  des 
formules  (17  ),  seront  de  même  espèce,  c'est-à-dire  tous  deux  pairs  ou 
tous  deux  impairs. 

Observons  encore  qu'en  vertu  de  la  formule 

n  —  \ 

s  s    =—  i         (mod./i), 
l'équation 

pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

(19)  ©.,•'.©      „-!  =  /)        (mod./i). 
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D'ailleurs,  si  l'exposant  m  est  un  terme  de  la  suite 

O,        1,        2,        3,         ...,        Il—  2, 


jtour  que  l'exposant  m  ±  — - —  soit  lui-même  un  terme  de  cette  suite, 
il  suffira  de  réduire  le  double  signe  ±  au  signe  h-  ou  au  signe  — , 
selon  que  m  sera  inférieur  ou  supérieur  à Enfin,  dans  la  for- 
mule (19),  les  exposants 


seront  évidemment  de  même  espèce,  c'est-à-dire  tous  deux  pairs  ou 
tous  deux  impairs  si  n  est  de  la  forme  t\x -\- \-,  tandis  qu'ils  seront 
d'espèces  différentes  si  n  est  de  la  forme  (\x  -+-  3.  Donc,  si  n  est  de  la 
forme  \x  -+- 1,  chacune  des  expressions 

0,  0,.  0,, . . .  0,-3,    0, 0,3  0S, . . .  ©,.,_> 

se  composera  de  facteurs  qui,  multipliés  deux  à  deux  l'un  par  l'autre, 
fourniront  des  produits  égaux  à  p.  Donc  alors,  les  formules  (16) 
devront  se  réduire  à 

n  —  I 
0t  0,»  ©,«...  0,»-»=^     «     , 

0, 0,se,s...  ©,»_,= ju~ 

et  l'on  aura,  en  conséquence, 

n  -1 

À  =  ip  *   f         B  =  o. 

Si,  au  contraire,  n  est  de  la  forme  t\x -+-  3,  alors  — —  étant  pair, 

l'équation  (18)  donnera 

n— 1 

(20)  4P~T~=\'2-h  nK* 

et  si,  en  nommant py  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  simulta- 
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nément  A  et  B,  on  pose 

\=p'j:,  \\—p'y, 

n  —  i 

on  verra  la  formule  (20)  se  réduire  à 
(21)  •     l\pV-=za:2-h  ny2. 

Si,  pour  abréger,  on  désignait  par  la  notation 

['] 
le  produit 

0,0,10,....©,.-: 

composé  des  facteurs  de  la  forme  Qh  qui  correspondent  aux  valeurs 
de  h  propres  à  vérifier  la  formule 

n  —  I 

x  2    =  1         (mod./<) 
et  par  la  notation 

le  produit 

0, 0,3  ©,*...  0,»-. 

composé  des  facteurs  de  la  forme  QA  qui  correspondent  aux  valeurs 
de  h  propres  à  vérifier  la  formule 

n  -  I 

r  2    =  —  1         (mod.rt)» 
les  équations  (14),  (iGj>  se  présenteraient  sous  les  formes 

n—  1 

2[i]  =  A  +  BA,         a[— i]  =  A  — BA 

et  les  deux  dernières  se  réduiraient,   lorsque  n  serait  de  la  forme 
4a?  -h  1 ,  aux  deux  équations 

n  —  n  —  \ 

[l]=p    '    ,  [—!]=/?    ;     . 
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Concevons  maintenant  que  n  soit  un  nombre  composé,  en  sorte 
qu'on  ait 


n  =  vco 


et  supposons  d'abord  les  facteurs 

premiers  entre  eux.  L'un  d'eux,  v  par  exemple,  sera  nécessairement 
impair.  Si  d'ailleurs  on  nomme  ç  une  racine  primitive  de  l'équation 

et  a  une  racine  primitive  de  l'équation 

X™  =  I  , 

on  pourra  prendre 

p  =  ça; 

puis,  en  supposant  qu'un  nombre  entier  donné  h  soit  équivalent  à  i 
suivant  le  module  v,  et  y  suivant  le  module  o>,  on  trouvera 

Par  suite,  l'équation  (i)  donnera 

(22)  0,,=  6  •+-  ç»V0'+ç!,faV0<-H. .  .-+-  çip-*)ia(P-t)jQtr-\ 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par 

la  valeur  de  Qh  que  fournit  l'équation  (22).  Cela  posé,  on  reconnaîtra 
sans  peine  :  i°  que  la  valeur  de  l'expression 

complètement  déterminée  pour  chaque  système  de  valeurs  de  i  et  dey, 
ne  varie  pas  quand  on  fait  croître  i  d'un  multiple  de  v  ou  y'  d'un  mul- 
tiple de  tu;  ■>"  que  l'équation 
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entraîne  la  suivante  : 

3°  que  les  nombres  /*  et  i  seront  de  même  espèce,  c'est-à-dire  tous 
deux  pairs  ou  tous  deux  impairs  si 

m  =  

vu 

est  un  nombre  impair,  puisque,  v  étant  impair  et  p  —  i  pair,  n  ne 
pourra  devenir  impair  que  pour  des  valeurs  paires  de  tu.  De  plus,  on 
tirera  des  formules  (2)  et  (3)  :  i°  en  supposant  à  la  fois  i  divisible 
par  v  et  y  par  oj, 

(23)  ©,,,.=  0M=-j; 

20  dans  la  supposition  contraire, 

(24)  <■>,,,  0-,W=  (-  0CTV  =  9,-,y©v-/,a,-y. 

Si  w  est  impair  ainsi  que  v,  alors  o  étant  nécessairement  pair,  la  for- 
mule (2/4)  donnera  simplement 

(a5)  8{J9-it-j  =  p. 

Pour  montrer  une  application  de  ces  nouvelles  formules,   consi- 
dérons d'abord  le  cas  où 

o)    et    v 

seraient  deux  nombres  premiers  impairs.  Soient,  dans  ce  cas,  a  une 
racine  primitive  de  l'équivalence 

(26)  .rv-'=i        (mod.v) 
et  a  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

(27)  .rt"-,  =  i        (mod.ù)). 

Les  diverses  racines  de  l'équivalence  (26),  en  nombre  égal  à  v  —  1, 
pourront  être  représentées  indifféremment,  soit  par  les  divers  termes 

OLnvres  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  l6 
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do  la  pcpgression  arithmétique 

I,        2,        3,        ...,       V  —  2,       V  —  1, 

soit  par  les  divers  tonnes  de  la  progression  géométrique 

et  pareillement  les  diverses  racines  de  l'équivalence  (17),  en  nombre 
égal  à  ù>  —  1,  pourront  être  représentées  indifféremment,  soit  par  les 
divers  termes  de  la  progression  arithmétique 

I,       2 ,       3,        ...,        (x>  —  2,       M  —  I, 

soit  par  les  divers  termes  de  la  progression  géométrique 
1,     a,     <7-,      .  .  .,     aM~3,     aw~2. 

Or,  parmi  les  valeurs  de 

que  fournira  l'équation  (22),  celles  qu'on  obtiendra,  en  supposant  h 
premier  à  n,  ne  différeront  pas  de  celles  qu'on  peut  obtenir  en  prenant 
pour  i  une  racine  quelconque  de  la  formule  (26)  et  poury  une  racine 
quelconque  de  la  formule  (27).  Donc  elles  coïncideront  avec  l'une 
quelconque  de  celles  que  présente  le  Tableau  suivant  : 

S®1,1>  ®K,I>  @KJ,1>  •••>  ®BV— '.1, 

™l,a>  ™u,a>  "«',"  ■•.•!       "»'/— a,a, 

,    ©,,*»,  ©„,a>,  ©„<,„•,  ..-,       ©«'-*,„», 


\    "l,.»1"--'»       "f^a"-2,       "K%a"'-J,        •••>       "«',-1,au-2, 

et  leur  nombre  N,  déterminé  par  la  formule 

N  =  (v  — i)(u  — 1), 
ne  sera  autre  chose  que  le  nombre  des  termes  de  la  suite 

1 ,     2 ,     3 ,      .  .  . ,     n  —  1 
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inférieurs  à 

n  =  gjv, 

mais  premiers  à  n.  D'ailleurs,  l'équation  (7),  combinée  avec  la  formule 

0A+i+/+...=  —  1 

et  réduite  ainsi  à  la  forme 

0,0,0,...  =  -!*„,<,,...., 
fournira  pour  valeur  du  produit 

0.0/.  0/... 
une  fonction  entière  et  symétrique  de 

par  conséquent  une  fonction  entière  et  symétrique,  non  seulement  de 
mais  encore  de 

«*,      aA',      a',      ... 

si  la  somme 

h  ■+-  k  -+-  l  ■+- . . . 

est  divisible  par 

n  —  wv, 

c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  cette  somme  est  divisible  à  la  fois 

par  v  et  par  co.  Or  cette  condition  sera  évidemment  remplie  si  l'on  fait 

coïncider 

0a,    0*.    ©/,     ... 

avec  celles  des  expressions  de  la  forme 

qui,  dans  le  Tableau  (28),  offrent  pour  premier  indice  une  puissance 

paire  de  u  et  pour  second  indice  une  puissance  paire  de  a,  puisqu'alors 

la  somme 

h  -+-  k  H-  /  -+-  , . . 
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sera  équivalente,  suivant  le  module  v,  au  produit 

»  — >  i  v-a\        oj  — i    wv-'—  i   __ 

(  I  -I-  «2-t-.  .  .  4-  u'~J)  = ; =  o 

■>  2  II-  —  I 

et,  suivant  le  module  co,  au  produit 

v  —  i  v—  i    «'"-1—  i 

(i  -H  a2  -h  .  .  .  -+-  aw-J)  = : =  o. 

2      v  2         a-—  i 

D'autre  part,  en  supposant 

et,  par  conséquent, 

t  =  A      (mod.v),         ./=/i      (mod.u), 
on  en  conclura 

ç>>  =  ç',  a'1  =  <*/'. 

Donc,  en  vertu  des  remarques  précédentes,  le  produit 

(®i,i  ©«M-  •  •  ©«'-.i)(  ©i,a>  ©»',*'■  •  .»«—,«»).  •  .(Oi,«-'®»>-'.  •.©»'->«-') 

sera  en  même  temps  fonction  symétrique  de 

.  -Il'-  -II'  -H''-» 

S,      ç    ,      s    ,       •  •  •  »      S 

el  de 

a,     aa\     *n\      ...,     aa°-'. 
Concevons  maintenant  que,  pour  abréger,  on  désigne  par  la  notation 

[m] 

le  produit  dont  nous  venons  de  parler,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 
le  produit  des  valeurs  de  0A,  correspondant  aux  valeurs  de  h,  qui, 
étant  premières  à  //,  vérifient  les  deux  équivalences 

v  — l  in  —  i 

(29)  x  2   =i       (mod.v),  x  2    =1       (mod.u). 

Désignons  de  même  par 

le  produit  des  valeurs  de  &A,    correspondant    aux  valeurs  de  h,  qui 
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vérifient  les  deux  équivalences 

V  —  1  (O  -  I 

(3o)  x  2   =  i       (mod.v),  x  2    =  — i       (mod.w); 

par 

le  produit  des  valeurs  de  0A,  correspondant  aux  valeurs  de  h,   qui 
vérifient  les  deux  équivalences 

V  —  I  O)  —  1 

(3i)  x  -   ~  —  i       (mod.v),  x  2    =i       (mod.w); 

enfin  par 

[—i,->] 

le  produit  des  valeurs  de  0A,  correspondant  aux  valeurs  de  h,   qui 
vérifient  les  équivalences 

v  — l  (o  —  i 

(32)  x  2   = — i       (mod.v),  x  '2    = — i       (mod.u); 

on  aura 

(33)   [i,  i]       ==  (©,.,  ©„,,, . .  .e„-,-M  )(e,,a.  e....... .«.«,..). ..(»,,.«  »..,.—. . .©„-,*»->  ), 

(34)       [l,  —  l]         =  (0,,Œ  eo.,a.  .  .0„v-,.,)(0,,a'  8«*,a'.  ■  •  ».*-,«>)  •  •  •  (  0U„»-    ».«,««  •  •  .».«,«*-), 

(35)  [-i, .]    =  (©„,,  e„i,,...e„,-,.1)(e„.<l.e„..„,...0„.-.,a.)...(ea,(,™-: .e»»,^-» ...0„*-.,a»-.), 

(36)  [- 1,  —  i]  =  (0„,,,0„v,. . .e,,.-.,,) (©„,„' ©„.,„.. . .©„- a.). . .(e,,4«e,»ia.-, . . .0„-v— ), 

et,  d'après  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus,  le  produit 
sera  une  fonction  symétrique,  non  seulement  de 


.«*  -K* 


mais  encore  de 

x,     a"",     a" 


,a-  ~a- 


Pareillement,  on  reconnaîtra  que  le  produit 

t'ï-i] 


126  MÉMOIRE   SUR  LA   THÉORIE    DES   NOMBRES. 

est  fonction  symétrique,  non  seulement  de 

..  -tt'  -H4  ,KV~> 

S»      *     >      •=     >       •  •  •  »      *         > 

mais  encore  de 

a»,     xa\     <xa\     aaV_J; 

que  le  produit 

[-',  •] 

est  fonction  symétrique,  non  seulement  de 

cu  -II3  c"s  cll'-> 

S»         S       >         S       »  ■   •   •  t         S  > 


mais  encore  de 

x,    xa\    <xa\     ...,    aav~3; 

enfin  que  le  produit 

est  fonction  symétrique,  non  seulement  de 

ru         rit3  rii'—' 

•s    >       S      f         •  •  •  >        S  » 

mais  encore  de 

xa,     xa\      ...,     xa"~\ 
D'autre  part,  comme  on  aura 

v  -l  fi>—  l 

u  2    =  —  i       (mod.v),  a    2    =  — i       (mod.w), 

l'équation  (23)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

(37)  8»™,a'»'  &,tm±y:r  ,a'"'±!Ti=  P, 

et  il  est  clair  que,  dans  cette  équation,  les  exposants 

v  —  1 
m,     m  ± 


seront  de  même  espèce,  c'est-à-dire  tous  deux  pairs  ou  tous  deux 
impairs,  si  v  est  de  la  forme  t\x-\-i,  mais  d'espèces  différentes  si 
v  est  de  la  forme  l\x -H-  3.  Pareillement,  les  exposants 


m  ,     m  ±  
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seront  de  même  espèce  si  a>  est  de  la  l'orme  4  r  -+- 1  et  d'espèces  diffé- 
rentes  si  o>  est  de  la  forme  \x  -+-  3.  Cela  posé,  si  les  nombres 

sont  tous  deux  de  la  forme  (\x~\-\,  chacun  des  produits 
[i,i],    [i,—  i],    [—i,i],    [-i,-i], 

composé  de  facteurs  de  la  forme  0,,7,  en  nombre  égal  à  —,  se  réduira 
évidemment,  en  vertu  de  l'équation  (3-),  à 

N 

p». 

On  aura  donc  alors  les  formules 

N  N  X  N 

[>>']=/Â      [it  — 0=/'T»       [—  I»»]  =  ^ï»       [-'»  —  ■]=/>8 
qui  entraîneront  l'équation 

N 

(38)  ^=[1,  i][i,  -i][— i,  »][-!,  -0. 

analogue  à  la  formule  (i4)- 

Si  les  nombres  v,  a>  sont  tous  deux  de  la  forme  4r  +  3,  alors  on 
tirera  Ao>  formules  (33)  et  (36)  ou  (34)  et  (35),  jointes  à  la  for- 
mule (  37), 

N  N 

(39)  [l,   l][—  1,  —  l]=//',  |-,,  _,][_!,   !]=/»■•, 

et  l'on  déduira  encore  de  ces  dernières  l'équation  (38). 

Enfin,  si  des  nombres  v,  tu,  un  seul,  v  par  exemple,  est  de  la  forme 
4a?  +  i,  l'antre,  eu,  étant  de  la  forme  \x H-  3,  alors  on  tirera  des  for- 
mules (33)  et  (34  )  ou  (35  )  et  (36),  jointes  à  la  formule  (  i;  ). 

N  N 

(40)  [',«]['»  —  0=^*f         [-'.  >][->»-I]  =  A'v. 

et  Ton  déduira  encore  de  ces  dernières  l'équation  (38). 

L'équation  (38),  analogue  à  (i4),  conduit  aussi  à  des  conclusions 
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du  même  genre  lorsque  les  nombres 

V,       W 

ne  sont  pas  tous  deux  de  la  forme  \x  -+- 1;  et  d'abord,  supposons  qu'ils 
soient  tous  deux  de  la  forme  (\x  4-  3.  Alors,  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (38),  le  produit 

[I,  !][!,— I] 

représentera  une  fonction  symétrique,  non  seulement  de 

6>       b      >        ■  •  ■  ,       *  » 

mais  encore  de 

a,     aa,     oca\      ...,     a.a"~\     a8""; 

par  conséquent,  une  fonction  linéaire,  non  seulement  des  sommes 

ç  +  ç"5-t-  .  .  .  -+-  6»—,      ç"  -+-  g"'  4-.  •  •  +ç"v"J, 

mais  encore  de  la  somme 

a  +  cF  -+-  à"'  +  ^'  +  ...4-  a""-1  -+-  aaa~\ 

Or,  comme  cette  dernière  somme,  qui  comprend  toutes  les  racines  de 

l'équation 

a?w=i, 

à  l'exception  de  la  racine  i,  se  réduira  simplement  à  —  i,  il  est  clair 
qu'en  supposant  v  et  w  tous  deux  de  la  forme  {\x-\-3  et  désignant 
par  c0,  c,,  c2  des  quantités  entières,  on  trouvera 

[i,  i]  [i,  —  i]  =  c'0H-  Ct{ç  +■  s-"2+  .  .  .+  s"*"')  H-  C2(.§*-h  $*'-+-.  .  .4-  SBV~a), 

puis,  en  remplaçant  ç  par  ç", 

[— i,  l][— 1,— l]  =  C04-C1(s"4-çBa4-...4-SttV-a)4  C2(S  4-  «"'4-..  .+  &?). 

On  pourra  d'ailleurs  présenter  les  deux  équations  qui  précèdent  sous 
\u\v  forme  analogue  à  celle  des  équations  (16)  et  alors,  en  les  multi- 
pliant l'une  par  l'autre,  on  obtiendra,  au  lieu  de  la  formule  (20),  la 
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suivante  : 

(40  4/>2  =  A2  +  vB2, 

les  valeurs  entières  de  A,  B  étant  toujours  déterminées  par  les  for- 
mules (  17  ).  Enfin  si,  en  nommant  //  la  plus  haute  puissance  de  p  qui 
divise  simultanément  A  et  B,  on  pose 

k=p*X,  \\=p>y, 

N 

on  verra  la  formule  (4i)  se  réduire  à 

(42)  kpV-=aP-*-vy*. 

On  pourrait  encore,  dans  l'hypothèse  admise,  c'est-à-dire  lorsque 
v,  w  sont  tous  deux  de  la  forme  l±x  -+-  3,  décomposer  le  second  membre 
de  la  formule  (  38  )  en  deux  facteurs  égaux,  non  plus  aux  deux  produits 

['.  '][•>  —  ']•    f-  ■>  'H-'.  —  •]» 

mais  aux  deux  produits 

[i,i][—  1,1],    [1,  —  i]  [ — 1,  —  1], 

et  alors  on  se  trouverait  conduit,  non  plus  à  la  formule  (42)>  roais  à 
une  équation  de  la  forme 

(43)  4/'!J  =  ^'2+co/2. 

Considérons  maintenant  le  c;is  où  v  serait  de  i;i  forme  \x-\-i,  co  étant 
de  la  forme  l\x  -+-  \.  Alors  la  formule  (4i)  se  trouverait  remplacée  par 
les  formules  (  (\o  ).  en  sorte  qu'on  aurait  simplement 

A  -   ■>/>'',         B  =0; 

et,  en  conséquence,  la  formule  (42)  cesserait  de  fournir  la  transfor- 
mation d'une  puissance  entière  de  p,  multipliée  par  \,  en  un  binôme 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  '7 
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de  la  forme 

.r2-!-  vy". 

Mais  la  formule  I  *3  )  continuerait  de  subsister  et  l'on  pourrait  au  reste 
déduire  une  nouvelle  formule  de  la  décomposition  du  second  membre 
de  l'équation  (  38  )  en  deux  facteurs  de  la  forme 

[i,  i][—  i,  -  t],    [i, -i][- i.  i]. 
Alors,  eu  effet,  le  produit 

serait  une  fonction  entière  et  symétrique,  non  seulement  de 

S»       Si        •  ■  ■ j       s 


et  de 

ç", 

S       » 

mais  encore 

de 

*, 

y-"'\ 

et  de 

qui  ue  serait  point  altérée  quand  on  y  remplacerait  simultanément 

S     par     çu,         y.     par     a", 

les  coefficients  numériques  des  différents  termes  étant  d'ailleurs  des 
nombres  entiers.  Par  suite,  le  produit 

se  réduirait  à  une  fonction  linéaire,  non  seulement  des  sommes 


U   ^i"!  +...  +  51»»-)    -u(ç« 


s 


(  x  -+-  ct":  -t-  .  .  .  -+-  x'1"""  )  +  (a"  +  a"'  +  ...+  y."""), 
mais  encore  des  sommes 

(y.  -+-  <xa*-h.  .  .+  a"'"  ')  (ç  +  ç"J- 
-h(xa-h  aa'-K  .  .-H  a'1"")  (çB+  ç"'- 

(  a"  -+-  a3'  -4-  ...  4-  a""-1  )  (  ç  -+-  ç"''  - 
-4- (a   4-aa'  +  .  . .+  a"" "")  (ç"-f-  ç"'  +  .  .  .  +  s""-1)- 


.  ■+■  çuv~ 

■') 

.  H-  ^-"v- 

'). 

•  +  s"v" 

') 
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Or,  des  quatre  sommes  qui  précèdent,  les  deux  premières  se  rédui- 
ront à  —  i,  puisqu'on  aura  généralement 


S"       +ç"v-a  =—  l. 


a  4-  a"  4-  a"  4- ...  4-  a"      4-  aa      =  —  i , 
et,  quant  aux  deux  dernières,  comme,  en  posant  pour  abréger 

S    i      +b        .  .  .  -t"  Ç  Ç  1», 

a  —  aa  4-  «"'  —  ...  H-  s"'"-'  —  aa"_s  =  A', 
on  trouve 

i  —  A                         ,                   ._,            j  4-  A 
S    +■  S»'  4-  ...  4-  ï"-'->  = »  S"  +  S"    -h.  •  .  +  s"'"J  = » 

2  2 

'  —  A'                       ,                   u  ,           i  -4-  A' 
5:  4-  aa  4-.  •  -4-  a*      = >  a"-f-  a*+...+  aau-a= 


elles  pourront  être  représentées  par  les  expressions 
i—  A'  n- A        i4-  A'  i-  A       i4-  AA' 


2  2  2  2  2 

i  -  A'  .  -  A        i4-  A'  i  4-  A        «  -  AA' 


Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  le  produit 

se  réduira  simplement  à  une  fonction  entière  et  linéaire  des  rapports 

i  4-  AA'  i  —  AA 

,  , 

2  2 

les  coefficients  étant  des  nombres  entiers;  en  sorte  qu'on  aura 

i  ■         ir                    i                        I  -4  AA'              l  — AA 
[I,  I J  [—  1,  —  I J  =  c„  4-  C, 4  Ci , 


c0,  c,,  Cj  désignant  des  quantités  entières.  Si  l'on  pose  maintenant 

A  =  2Cg4-  c,  4-  C,,  l{=C,—  c2, 
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la  formule  précédente  donnera 

(44)  a[i,  i][-i,  -i]  =  A  +  IUl, 

les  valeurs  numériques  de  A,  B  étant  deux  entiers  de  même  espèce, 
c'est-à-dire  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  D'autre  part,  si, 
dans  la  formule  (  \ \  ),  on  remplace  ;  par  ç",  sans  remplacer  en  même 
temps  y.  par  a",  alors,  an  lieu  de  cette  formule,  on  obtiendra  la  sui- 
vante : 

(45)  '  a[i,  -i]  [-i,i]=  A  -BAA, 

puis  on  tirera  des  formules  (44).  (45),  combinées  avec  l'équation  (38), 

(46)  4jp?=Ai—  B2A2A'2. 
De  plus  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (io), 

y  -■> 
(  S  -  ç"  -+-  S"'  — .  .  .  +  S"*-   -  s""-'  )2    =  (—  I  )    2    V, 

(i)  —2 

(a  —  a'l-i-  a"5  —  .  .  .4-  «a""!-  aa"-')2=i  (—  i)_T_a) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

v  —  1  d>  —  1 

A«=(-i)  »  v,        A'«=(-i)"r".u. 

Donc,  lorsque  v  sera,  comme  on  le  suppose,  de  la  forme  4^-Hi» 
co  étant  de  la  forme  î\x  -+-  3,  on  trouvera 

A*=v,         A'*=  — w 

et  la  formule  (  4<>  )  donnera 

N 

(47)  4/>2  =  A2+vcJB2. 

Enfin,  si  l'on  nomme//  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  simul- 
tanément A  et  B,  alors,  en  posant 

A  =  p~>  .r,  B  — /?*)', 

N 
u.  ■= 2  À , 

2 
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on  verra  la  formule  (47)  se  réduire  à 

(48)  4/^=  *--+-  vwj2 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'équation 

(49)  kpv-=x*+ny\ 
la  valeur  de  n  étant 


n  =  vco. 


Il  est  bon  d'observer  que,  le  nombre  v  étant  supposé  de  la  forme 
4#-4-i  et  le  nombre  a>  de  la  forme  4J*H-3,  le  nombre  n  sera  de  la 
forme  \r-\-  3,  dans  l'équation  (49)  aussi  bien  que  dans  l'équation  (21  ). 
On  peut  ajouter  que  n,  étant  le  produit  de  deux  facteurs  premiers 
impairs,  v,  w,  ne  pourra  être  de  la  forme  4J'  -+-  3  que  dans  le  eas  où 
un  seul  des  facteurs  sera  de  cette  forme.  Effectivement,  si  v  et  o>  étaient 
tous  deux  de  la  forme  !\x  -+-  3  ou  tous  deux  de  la  forme  \.r  -+-  1 ,  leur 
produit 


n  =  vco 


serait  évidemment  de  la  forme  \x  -+-  1. 

Les  diverses  formules  qui  précèdenl  s'accordent  avec  celles  que 
nous  avons  établies  dans  le  premier  et  les  deux  derniers  paragraphes 
du  Mémoire.  Elles  peuvent  d'ailleurs  être  facilement  étendues  au  cas 
où  //  serait  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  impairs 


v,     v  ,     v  , 


Ainsi,  en  particulier,  supposons 

n  - 

v,  v  ,  v"  désignant  trois  nombres  premiers  impairs,  et  représentons  par 

[M.i] 
le  produit  des  diverses  valeurs  de  (-),,  correspondant  aux  valeurs  de  h 
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qui.  étant  premières  à  n,  vérifient  les  équivalences 

V  -  1  v  — 1  ■■"—  l 

(5o)     ./■  -   =i      (mod.v),        x  2   =i      (mod.v'),        x  !    =  i      (inod.v "). 

Soit  encore 

[-!f-i,-i] 

le  produit  dos  diverses  valeurs  de  0/,  correspondant  aux  valeurs  de  h 
qui,  étant  premières  à  n,  vérifient  les  équivalences 

v — i  v— i  y—  î 

(5i)     ./■  2    =—  r     (mod.v),       x  2   ==—  i     (mod.v'),       x   2    =—  i     (mod.v"), 

et  concevons  que  l'on  emploie,  dans  un  sens  analogue,  chacune  des 
huit  expressions  comprises  dans  la  formule 

[±i,±i,±i], 

de  sorte  qu'à  un  changement  de  signe  opéré  dans  le  dernier  membre 
de  la  première,  ou  de  la  seconde,  ou  de  la  troisième  des  formules  (5o), 
doive  toujours  correspondre  un  changement  du  signe  qui  affecte  la 
première,  la  seconde  ou  la  troisième  unité  dans  la  notation 

[i,i,i]. 
Soient  d'ailleurs  respectivement 

II,       II',       II" 

des  racines  primitives  des  trois  équivalences 

.rv-'  =  i        (mod.v),  •r'-'s!       (mod.v'),  xv"-1=t       (mod.v") 

et 

s,     s',     s" 

des  racines  primitives  des  trois  équations 

,rv=i,         o-,v '  =  i ,         ,rv"-i. 

Enfin  posons 

(5a)  s  —  ç"  -h  s'*'  — .. 
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et  nommons  A',  A"  ce  que  devient  A  quand  on  remplace  v  par  v'  ou  v". 
Chacune  des  huit  expressions 

\  [!,'»•].  [l,-l,-i],        [—1,1,—  î],       [-1,-1,1], 

I  53  1 

([—1,-1,  —  1],      [—1,1,1],       [1,  — 1,1],        [1,1,  — 1] 
sera  une  fonction  entière  et  symétrique,  non  seulement  de 


ç, 

«"*,       ■ 

• -,      s"-' 

ou  de 

.    "8      ! 

*5         > 

•  ■  >      S       » 

mais  encore  de 

s', 

•5             » 

■  •  >      s 

ou  de 

s'"', 

J  U  5 

î            > 

..,  ?"'•"-' 

et  aussi  de 

i   t 

-"M"5 

-"«"■'  -  i 

ou  de 

8               > 

//«•'V-  ' 
•  •  ,        8 

les  coefficients  numériques  étant  des  Domines  entiers.  Par  suite,  on 
pourra  en  dire  autant  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  l'une 
par  l'autre  deux  ou  plusieurs  des  expressions  (  V3 ),  et  chacun  de  ces 
produits,  ainsi  que  chacune  de  ces  expressions,  sera  non  seulement 
une  l'onction  linéaire  des  deux  sommes 


ç  +  5"   ■+-...+  ç" 

par  conséquent  des  deux  rapports 

1- A       1+ A 

>     ) 

2  2 

mais  encore  une  fonction  linéaire  des  deux  rapports 

.  -  A'       i+  A 

>     

2  2 

M  aussi  une  fonction  linéaire  des  deux  rapports 

1  —  A"       1+  A'' 
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Donc  chacune  dos  expressions  (53),  ou  chacun  de  leurs  produits, 
multiplié  par  23=8,  deviendra  non  seulement  une  fonction  linéaire 

de 

i  —  A,     i  -h  A, 

par  conséquent  de  A.  mais  encore  une  fonction  linéaire  de 

.-A',     i  +  A\ 

par  conséquent  de  A',  et  aussi  une  fonction  linéaire  de 

i  —  A",     i  +  A", 

par  conséquent  de  A",  de  manière  à  offrir  généralement  huit  termes 
dont  l'un  sera  constant,  les  sept  autres  termes  étant  respectivement 
proportionnels  à 

A,     A',     A",     AA',     AA",     A'A",     AA'A" 

et  les  coefficients  numériques  étant  toujours  des  nombres  entiers. 
Ajoutons  que  de  la  première  des  expressions  (53)  on  peut  déduire 
successivement  les  sept  autres  en  y  remplaçant  séparément  ou  simul- 
tanément 

A     par     —A,        A'     par     —A',         A"     par     —A", 

c'est-à-dire  en  changeant  le  signe  de  A,  ou  de  A',  ou  de  A",  au  moment 
où,  dans  la  notation 

on  change  le  signe  qui  affecte  la  première,  la  deuxième  ou  la  troisième 
unité.  Cela  posé,  si  l'on  considère  en  particulier  les  deux  produits 

.,,,  I  [i,  i,  "][i,-i,-i][-i,  i,-i][-i,  -  i,  i], 

(54) 

f  [— i,  —  i,  —  i]  [-i,  i,  i]  [i,  —  i,  i]  [i,  i,  —  i], 

il  esl  (dair  que  chacun  d'eux  restera  invariable,  tandis  que,  des  trois 
différences  représentées  par 

A,     A',     A', 
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deux  seulement  changeront  de  signe  et  que,  pour  déduire  le  second 
produit  du  premier,  il  suffira  de  changer  h  la  fois  le  signe  de  A,  celui 
de  A'  et  celui  de  A".  11  suit  de  cette  remarque,  et  de  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  que  les  produits  (54),  multipliés  par  le  nombre  23  =  8,  ne 
devront  renfermer  aucun  terme  proportionnel  à  une  seule  des  diffé- 
rences 

A.     A'.     A' 

ou  à  l'un  des  produits  partiels 

AA',     A  A".     A' A" 

et  devront  se  réduire  à  deux  binômes  de  la  forme 

a  +  bAk'A". 
a  —  ÔAA'A". 

a,  b  désignant  deux  quantités  entières.  On  aura  donc 

l  8[i,  i,i][i,—  i,  — 1][—  i,  i,  — 1][—  i,  —  i,  il  =  a  +  6AA'A", 
(55) 

\  8[—  i,  —  i,  —  i][—  i,  i,  l][i,  —  i,  i][i,  i,  —  i~\  =  a—  b  A  A'  A". 

D'autre  part,  chacun  des  produits  (54),  pouvant  être  considéré  comme 
une  fonction  entière  des  rapports 

i  —  A       i  -+-  A       i  -  A'        i  +  A'        i  -  A"       i  -+-  A" 

>.  2  2  2  2  2 

dans  laquelle  les  coefficients  numériques  sont  entiers,   se  réduira, 

au  signe  près,  à  un    nombre  entier  si  l'on  y  remplace  chacune  des 

différences 

A.     A'.     A' 

par  un  nombre  impair;  par  exemple,  par  l'unité.  Donc  un  tel  rempla- 
cement doit  rendre  le  premier  membre  et,  par  suite,  le  second  membre 
de  chacune  des  équations  (55),  divisible  par  8.  Donc  les  deux  binômes 

a  -f-  b,     a  —  b 

seront  divisibles  par  8  ;  d'où  il  suit  que  leur  demi-somme  u  el  leur 
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demi-différence  b  seront  divisibles  par  \  ou  de  la  forme 

A,  B  étant  dos  quantités  entières.  Donc  les  formules  (55)  donneront 

r„I.I.l||,.-.-.U— —  U-.-.'  ]  =  A  +  KAA'A'. 
^    |ar_l,-,,.][-.,i,.][.l-i.0['.'.-']       =  A-BAA'A", 


les  valeurs  numériques  de  A,  B  étant  des  nombres  entiers. 
Observons  à  présent  que  -  i  sera  une  racine  de  l'équ.valen 

(57)  •'■V^1  <mod-v) 


ce 


i,  v  étant  de  la  forme  ',.,  4-  i,  le  rapport  V  est  un  nomb'T  pair  et 
•a,  au  contraire,  une  racine  de  l'équivalence 


s 
sei 


(58)  **   s-.         (mod.v) 

si,  v  étant  de  la  forme  ^  +  3,  le  rapport  ^  est  un  nombre  impair. 

Donc,  par  suite,  les  deux  quantités 

h.     -A, 

l'un,  sera  racine  de  l'équivalence  (57)  et  l'autre  racine  de  l'équiva- 
lence (58)  si  v  est  de  la  forme  \.v  +  *  -  ™is  toutes  deux  seront  raC"ieS 
d'une  seule  de  ces  équivalences  s,  v  est  de  la  forme  \x  +  3.  Pareille- 
ment,  les  deux  quantités  -h À,  -h  seront  racines,  l'une  de  l'eqm- 
valence 
,;„,,  *T  =  '         Cmod.v'), 

l'autre  de  l'équivalence 

V'-   I 

X-T"  ;     _,         (mod.V) 
si  v'  est  de  la  forme  \x  +  i ■  ;  el  toutes  deux,  au  contraire,  seront  racines 
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d'une  seule  de  ces  équivalences  si  v  esl  «le  la  forme  \x-\-  >.  Enfin, 
les  deux  quantités  -h//,       //  seront  racines,  l'une  de  l'équivalence 


(61  i 

V"  -   1 

./•    -    =  I 

mod.v"), 

l'autre  de 

l'équival 

cure 

(62) 

v"—  1 

(  inod.v" 

si  v"  esl  de  la  forme  'i'-h  i  :  et  toutes  deux,  au  contraire,  seront  ra- 
cines d'une  seule  de  ces  équivalences  si  v"  est  de  la  l'orme  \.i  -h  3. 
Cela  posé,  il  est  clair  que  les  deux  monômes 

0/,.    @_/, 

appartiendront,  comme  facteurs,  à  une  seule  des  expressions  (53)  si 
les  nombres 

v.      v'.      -/' 

sont  tous  trois  de  la  forme  \x  -f-  1  ;  et,  comme  le  nombre  des  facteurs 
compris  dans  chacune  de  ces  expressions  est  égal  au  huitième  du 
produit 

\       :(V-   -  i)(v'— I  )  ('/'—I), 

qui  représente  le  nombre  des  termes  premiers  à  n  =  vv'v"  dans  la  suite 

1 .     2 ,     3 ,     .  .  . ,     n  —  1 . 

on  aura  évidemment,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  eu  égard  à  la  formule  (3), 


S  N  N  ^ 

i,16 


I        I  '•  ••  '  I  /'"'•        1 1.  —  1.  —  1  ]  =[>>-.        [- 


N  N  N  JV 

—  I  .  —  I  .   —  I  |  =  //''.  |  —  I  .    I  .    I  |      =r  //"'.  |  I  .  —  |  .    1  |      —  //"  .  |   |  .    |  ,   _  1  |  pif' 

Si  des  nombres 

v.      v'.      v" 

deux  seulement,  par  exemple  v,  v  ,  sont  de  la  forme  \x -\-  1,  le  troi- 
sième, v",  étant  de  la  forme  \x-\-  3,  alors  les  monômes 

<■>/,.     »_/, 
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appartiendront  comme  facteurs,  non  plus  à  une  seule,  mais  à  deux 
des  expressions  (53)  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  le  signe  de  la 
troisième  unité,  et  l'on  trouvera,  par  suite, 

N  s 

\      |i.  i.  i|[i.  .,  -i]      =/>8.        [—i,  —  i.  -j][— i •->.  i]=/A 

(  '*  i  )    ' 

(  [r,  —  i,  i][i,  —  i,—  i]  =/>*,  [ — i,  i,  «][»,  —  i,  «]         —  p*. 

Pareillement,  si  des  nombres 


un  seul,  v  par  exemple,  est  de  la  forme  [\x  +  i,  les  deux  autres,  v',  v", 
étant  de  la  forme  L\x  ■+-  3,  les  monômes 

©a,    ©-/, 

appartiendront,  comme  facteurs,  à  deux  des  expressions  (53)  qui  ne 
dilféreront  entre  elles  que  par  les  signes  de  la  deuxième  et  de  la 
troisième  unité.  On  aura  donc,  par  suite, 

\    [I,I,I][I,-I,  -!]=/*  [-l,I,-l][-I,-l,l]:=pï 

( 65)   i  3  ? 

I  [l,  —  I,  l][l,  I,  —  i]  =f/\       [—  I,  I,  l][—  1,  —  I,  —  l]=p*. 

Enfin,  si  les  trois  nombres 

v,     v',     v" 

sont  tous  trois  de  la  forme  f\.v ->r  3,  les  monômes 

appartiendront,  comme  facteurs,  à  deux  des  expressions  (53)  qui 
différeront  entre  elles  par  les  signes  des  trois  unités,  et  l'on  aura,  par 
suite, 

[i,  M][^i,-i,-i]=pï,  [,,_!,_,][_,,,,,]=/, 

J  N  N 

!  [— i,i,-i][i,-cii]=/»",      [-i,-.,  i|[i,i, -■]=/><• 
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Il  est  d'ailleurs  évident  que,  dans  tous  les  cas,  les  formules  (63), 
ou  (64),  ou  (65),  ou  (66),  entraînent  la  suivante  : 

7)       /»"  =  [»l«     ']['.  —  1>—  'H—  !-•-  —  l]l—  I.—  1,1  ][—  I.—  I,-   l][—  I,I,l]  [l,—  1,1  ][l.  I,— l]. 

Comme,  dans  le  premier  et  le  troisième  cas,  on  tire  les  formules  (63) 
ou  (64) 

\    [I,  I.  I][I,-I,  -!][-!.  I,  -!][-!,  -1,1]=^, 

(68)  j 

f    [-!,-!,  -l][-I,I,l][ll-I,l][l>I,-I]=jP*l 

il  est  clair  qu'alors  on  doit  avoir,  dans  les  formules  (56), 

N 

A  =  ip* ,         B  =  o. 

Au  contraire,   dans  le  deuxième  et  le  quatrième  cas,  on  tire  de 
l'équation  (67),  jointe  aux  formules  (56), 

N 

(69)  4/>?=A2-B2A2A'2A"2. 

On  trouve  d'ailleurs,  dans  le  deuxième  cas, 

A2  =  v,         A's=v',         A"2  =  — v". 

et,  dans  le  quatrième, 

A2  =  -y,         A'2  =  —  v',         A"2  =  -v". 

On  aura  donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas, 

A"A'«A'f=— vvV  =  —  n; 

et,  en  conséquence,  la  formule  (69)  donnera 

(70)  4/'2=A2  +  «B2. 

D'ailleurs,  parmi  les  trois  facteurs  premiers  de  n,  ceux  qui  sont  de  la 
forme  l\x  -+-  3  seront  en  nombre  impair  dans  le  deuxième  et  le  qua- 


n-> 


MÉMOIRE   SU  H    LA   THÉORIE   l>KS   NOM  H  MES 


trième  cas,  el  en  nombre  pair  dans  le  premier  el  le  troisième  cas. 
Donc  le  deuxième  el  le  quatrième  cas,  auxquels  se  rapporte  l'équa- 
tion (70),  seront  précisément  ceux  où  le  nombre  //  est  de  la  forme 
itf  +  3. 

Au  reste,  des  raisonnements,  semblables  à  ceux  qui  précèdent, 
s'appliqueraienl  aux  cas  où  le  nombre  entier  n  serait  le  produit  de 
quatre,  cinq,  ...  facteurs  premiers  impairs 


et  alors,  en  désignant  par  N  le  nombre  des  termes  premiers  à  //  qui 
seront  compris  dans  la  suite 


1,  •  2,     ... 


c'est-à-dire  en  posant 

N  =  (v-.)(v'-.)(/ 


I  )  1  v" 


I) 


on  se  trouvera  de  nouveau  conduit  à  la  formule  (70),  A,  B  étant  deux 
quantités  entières  dont  la  seconde  sera  nulle  si  //  est  de  la  forme 
L\x  -+-  1,  mais  cessera  de  s'évanouir  si  //  est  de  la  forme  )x  -+-  3. 

Si  maintenant  on  désigne  par//  la  plus  haute  puissance  de  p  qui 
divise  simultanément  A  et  B,  alors,  en  posant 

\=p'.r.  li-y/'y. 


F- 


\ 


on  tirera  de  la  formule  (70) 

(71)  \ /<'•'■  —  ■!--+  n  y'1. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  le  nombre  n  composé  de 
facteurs  premiers  impairs.  Supposons  maintenant  le  nombre  //  pair  et 
(•(imposé  de  facteurs  dont  l'un  soit  2  ou  une  puissance  de  2,  les  autres 
étant  des  facteurs  premiers  impairs.  Si  l'on  suppose  d'abord  ceux-ci 
réduits  à  un  seul  facteur  premierv,  //  sera  de  l'une  des  formes 

2V,      ,'|  v.      8v 


Non-:  111.  i« 


Or,  en  supposant  n  divisible  une  seule  fois  par  2  ou  de  la  forme  •->,  on 
retrouvera  des  formules  analogues  à  celles  <|  11*011  obtienl  quand  on 
pose  simplement  //  =v.  Mais,  si  l'on  suppose 


n  =  :',  V. 


v  étant  un  nombre  premier  impair,  on  obtiendra  des  résultats  dignes 
de  remarque.  Soient,  dans  cette  hypothèse, 


des  racines  primitives  des  trois  équations 

^'♦=1,  .rv— 1,  ,1"  =  1  ; 

on  pourra  prendre 

0  —  aç. 

Si  d'ailleurs  l'indice  A  de  0A  est  équivalent  à  i,  suivant  le  module  v,  et 
;i  j  suivant  le  module  \,  on  aura 

ce  qui  suffira  pour  réduire  l'équation  (1)  à  l'équation  (22);  et,  si  l'on 
désigne  par 

la  valeur  générale  de  (•),,  que  fournil  l'équation  (22),  les  valeurs  parti- 
culières de  (■)/,,  qui  correspondront  à  des  valeurs  de  //  premières  à  //. 
seront  celles  que  présente  le  Tableau  suivant  : 

1  ®i,ii    "«,[■    ®«',i>     ••••    ©«'-'îi 
(72) 

'     «i.:.-        H,,,,        (■)„,,.         ..      ,        «„,-,.,. 

u  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

./''  '  =  1         (  moil.  v  1. 

Concevons  maintenant  que,  dans  la  formule  17),  on  fasse  coïncider 

<•>/,.    «/..    (•)/,     ... 
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avec  celles  des  expressions  de  la  forme  0,  y  qui,  dans  le  Tableau  (72), 
offrent  pour  premier  indice  une  puissance  paire  de  u  et,  pour  second 
indice,  l'unité.  Il  est  clair  qu'alors  la  somme 

h  +  /.  +  /  +  .. . 
sera  équivalente,  suivant  le  module  l\,  à 


et,  suivant  le  module  v,  au  produit 


1+  U*  -+-.  .  .+  Mv"3= =  O. 


Donc  cette  somme  sera  divisible  par 


ou  seulement  par 
ou  enfin  par 


1 

—  Il  =  2  V, 


1 

-  «  =  v, 

■4 


suivant  que  v  —  1  sera  divisible  par  8  ou  par  \,  ou  seulement  par  2, 
c'est-à-dire  suivant  que  v  sera  de  la  forme 

S.r  4-  1 ,     ou     8.r  -4-  5'.      ou     (\x  -+-  3. 
On  aura  donc,  dans  le  premier  cas, 

0A+A-+ /■+-...      =  ©o  — — 1) 

(73)  ®h&k9,...=-R,hktf_; 

dans  le  deuxième  cas, 

0/,+,.+-^...     =©,     =  ®ÎV, 

-  n 

(74)  ©A0A@/...  =  RA.*,/,...e2v 

et,  dans  le  troisième  cas, 

0/l  +  /.--»  -/■+-...       —  0|       =  ©Vl 

(;■>)  0/,<-)/.0/.-.  =  R/,,/„/,...0„ 
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pourvu  que 

&h,    Oa»    0/.     ••• 

remplissent  les  conditions  ci-dessus  énoncées,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  pourvu  qu'on  fasse  coïncider  les  indices 

h,     k,     l,     ... 
avec  ceux  qui  vérifient  simultanément  les  deux  équivalences 

v  —  I 

(76)  x  i    =  1       (mod.v),  .r  =  1       (mod.4). 

On  prouvera  d'ailleurs  facilement  :  i°  que,  si  n  est  de  la  forme  8a:  -+-  1 
ou  Sx  -+-  5,  l'équation  (y3)  ou  (74)  s'étendra  au  cas  même  où  l'on 
ferait  coïncider  les  indices 

h,     k,     l,     ... 

avec  ceux  qui  vérifient  simultanément  les  deux  équivalences 

v  — 1 

(77)  x  *   =1       (mod.v),  .r  =  3  =  — 1       (mod.4), 
ou  les  deux  équivalences 

y-l 

(78)  .r  2   =—  1       (mod.v),  x  =  1       (mod.4). 
ou  bien  encore  les  deux  équivalences 

y  — 1 

(79)  x  2   =  —  1       (mod.v),  a?  =  — 1       (mod.4); 

20  que  si  v  est  de  la  forme  /j.r-i-3,  l'équation  (7^)  s'étendra  au  cas 
même  où  l'on  ferait  coïncider  les  indices 

h,    k,     /,     ... 

avec  ceux  qui  vérifient  simultanément  les  équivalences  (76)  ou  (78), 
mais  devra  être  remplacée  par  l'équation  suivante  : 

(80,  ©AeAe/...=RA)M,...0  - 
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si  l'on  fait  coïncider  les  indices 

h,     k,    l,     ... 

avec  ceux  qui  vérifient  les  équations  (77)  ou  (79).  Donc,  si  l'on  désigne 
respectivement  par  les  quatre  notations 

[1,1],        [<,-!],       [-1,1],        [-1,-1] 

les  quatre  produits  formés  par  la  multiplication  des  valeurs  de 

©A,       ©/,,       6/,        ... 

correspondantes  aux  valeurs  de 

h,    k,    I,     ... 
qui  vérifient  les  formules 

(76),     ou     (77),     ou     (78),     ou     (79), 

on  pourra,  dans  l'équation  (73),  lorsque  v  sera  de  la  forme  8a;  -f-  1,  et 
dans  l'équation  (74),  lorsque  v  sera  de  la  forme  tix  -h  5,  remplacer 
successivement  le  produit 

©A  0*0,... 

par  chacune  des  quatre  expressions 

f  [1,1]  3:0,,10„,10„,,...0„,,ll 

}   [1,-1]   =©,,3  0„<,3 ©„.,,... e„.  Y). 

j       [-1,1]      =  ©„,,©„>.,  ©„',,...  ©„«-,,„ 

(    [— i>  — ']  =0«,a0«\3  0«\3- ■  .0„<  »,3- 

Mais,  lorsque  v  sera  de  la  forme  [\x  -+-  3,  alors  on  pourra  remplacer  le 

produit 

0A0A0,..., 

dans  l'équation  (7')),  par  chacune  des  expressions 

[','L     [i,-i] 
OU,  dans  l'équation  (80),  par  chacune  des  expressions 

['»  —  '].        [—!,  —  ']■ 
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Observons  à  présent  que  —  i  sera  une  des  racines  de  l'équiva- 
lence (07),  si  v  est  de  la  forme  ^x-+-i,  et  de  l'équivalence  (58),  si 
v  est  de  la  forme  l\x  ■+-  3.  Donc,  par  suite,  les  deux  quantités 

h,     —h 

satisferont,  l'une  aux  formules  (76),  l'autre  aux  formules  "(77),  ou 
l'une  aux  formules  (78),  l'autre  aux  formules  (79),  si  v  est  de  la 
forme  l\x  +  1;  et,  au  contraire,  ces  deux  quantités  satisferont,  l'une 
aux  formules  (76),  l'autre  aux  formules  (79),  ou  l'une  aux  for- 
mules (77)  et  l'autre  aux  formules  (78),  si  v  est  de  la  forme  l\x  -+■  3. 
Donc,  en  vertu  de  la  formule  (3),  on  aura  :  i°  si  v  est  de  la  forme 
Sx  ■+-  1  ou  Sx  -+-  5, 

(82)  [,,,][>,-.]=/>—,  [_,,,][_,,_,]=,  —  ; 

20  si  v  est  de  la  forme  l\x  -+-  3, 

(83)  [l(l][_I,_I]=/,V         [i,-i]  [-i,i]  =/*•-. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  les  formules  (82)  ou  (83)  donneront 

(84)  ^-'=[.,   ,][!,-!][-.,   .][-!,->]. 

D'ailleurs,  comme,  dans  chacune  des  formules  (73),  (74)»  (7^),  (80), 

l'expression 

Ra,a,/,... 

représentera  une  fonction  entière  et  symétrique  de 

pA,     ?\    pl,     ■■■, 

par  conséquent  une  fonction  entière  et  symétrique,  non  seulement  de 

s*,     g*,     ç',      ..., 
mais  encore  de 

les  coefficients  numériques  étant  des  nombres   entiers,    il   est  clair 
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que,  si  v  est  de  la  forme  Sx  4- 1 ,  le  produit 

sera,  en  vertu  de  la  formule  (73),  une  fonction  entière  et  symétrique, 
non  seulement  de 

S,       S     ,        •  •  •  ,       S         > 

mais  encore  de 

a,     a3, 

par  conséquent  une  fonction  linéaire,  non  seulement  des  deux  sommes 

ç  +  ç«'  -+-...+  ç"v~\      ç"  4-  ç"3  H-  •  •  •  -+-  ç"v~', 

mais  encore  de  la  somme 

<x  -+-  a3. 

Or,  cette  dernière  somme  étant  nulle,  en  vertu  de  l'équation 

«»  =  -!, 


à  laquelle  doit  satisfaire  la  racine  primitive  a  =  v  —  1  ou  a  =  -  \J  -  1 
de  l'équation 

il  en  résulte  qu'en  supposant  v  de  la  forme  Sx  •+- 1,  on  aura 

[!,  1]  [1,  —  1]  =  c0  +  c,(ç-f-  g"* -+-...+  çu~)  +  c,(«»  -f-çB,+  .  . .+  ç"-1), 

Co»c«>ca  désignant  des  quantités  entières.  Si,  dans  l'équation  précé- 
dente, on  remplace  ç  par  ç",  on  trouvera 

[— I,  i][_i,-i]=c0+C1(ç"+«"3+...-t-ç"v-2)  +  C2(ç  +  ç",  +  -.-4-S"""); 

puis  en  posant,  pour  abréger, 

5  -  Ç"  -+-  S"'  -  •  •  •  +  ç"'-'  —  S"""3  =  A, 
A  =  -îc9 — c,  —  t'2,         B  =  c,  —  c2, 

on  réduira  les  deux  équations  que  nous  venons  d'obtenir  à  la  forme 
(       2[i,i][i,-i]      =  A-t-BA, 


(85) 


)  2[-i,  i][— 1,  — i]  =  A  — BA. 


NOTE  111.  1&9 

Si  le  nombre  v  était  de  la  forme  8a;  -h  5,  alors  on  devrait  à  l'équa- 
tion (73)  substituer  l'équation  (74)  et»  par  suite,  en  ayant  égard  à  la 
formule 

on  obtiendrait,  au  lieu  des  équations  (85),  les  deux  suivantes  : 

2[i, .][.,-«]      =(A  +  BA)/», 
a[-i,i][-i,-i]  =  (A-BA)i. 

Enfin,  si  v  était  de  la  forme  !\x  -+-  3,  on  devrait  à  l'équation  (7.3)  sub- 
stituer l'équation  (75)  ou  (80)  et,  par  suite,  en  ayant  égard  à  la  formule 

ev8_v=— p, 

on  se  trouverait  de  nouveau  conduit  à  deux  équations  de  la  même 
forme  que  les  équations  (86).  Observons  d'ailleurs  que  les  équa- 
tions (86)  peuvent  être  censées  comprises  elles-mêmes  dans  les  for- 
mules (85),  desquelles  on  les  déduit  en  remplaçant  les  deux  quantités 
entières  A,  B  par  deux  autres  quantités  entières  /jA,  pB. 

Les  résultats  que  fournissent  les  équations  (82),  (84),  (85),  (86) 
sont  analogues  à  ceux  que  nous  avons  obtenus  en  prenant  n  =  v;  et 
d'abord,  si  v  est  de  la  forme  8a?  4-1,  on  tirera  des  formules  (82) 
et  (85) 

v  —  1 

A  =  2/>  2  ,         B  =  0. 


Si,  au  contraire,  v  est  de  la  forme  8# 4- 5,  on  tirera  des  formules  (82) 
el  (86) 

v— 3 

A  =  ip  2   ,         B  =  o. 

Enfin,  si  v  est  de  la  forme  (\x-\-  3,  alors  des  formules  (84)  et  (86), 

jointes  à  l'équation 

A2  =  —  v, 

on  tirera 

(87)  4/>v-»=A*-+-vBï; 

puis,  en  nommant/)'  la  plus  haute  puissance  de  p,  qui  divise  simul- 
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tanément  A,  B,  et  posant 

\  =  p^x,        B=ply, 

fjt  =  v  —  3  —  2  X, 
on  trouvera 

(88)  4^=x!  +  vv?. 

Considérons  maintenant  les  deux  produits 

[1,  i]|—  1,-1],    [i,  — 1][— 1,1] 

que  l'on  déduit  l'un  de  l'autre,  en  remplaçant  ;par  ç",  ou  a  par  a3=  a-'. 
Chacun  de  ces  produits  sera  une  fonction  entière  de  a  et,  de  plus,  une 
fonction  entière  et  symétrique,  non  seulement  de 

mais  encore  de 

S    ,       S     »        ■  •  •  >       S  » 

les  coefficients  étant  des  nombres  entiers.  Comme  d'ailleurs  chacun 
de  ces  produits  ne  sera  point  altéré,  lorsqu'on  y  remplacera  simulta- 
nément 

ç     par     ç"         et         a     par     a3, 

il  devra  se  réduire,  non  seulement  à  une  fonction  linéaire  de 


et,  en  mémo  temps,  à  une  fonction  linéaire  des  deux  sommes 


mais  encore,  évidemment,  à  une  fonction  linéaire  des  sommes 

a  (ç  +  ç"2  +  .  .  .  +  ç"">)  -+-  a3(ç»  +  ç"3  4-  .  .  .  4-  f~), 
«'(«  4-  ?"*-+  .  .  .  4-  S',v-')  4-  a  (ç"+  ç"3+  .  .  .  4-  ç"'-1). 

Or,  en  vertu  de  la  formule 

on  a 

a3—  —  a, 
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et,  par  suite,  chacune  des  deux  dernières  sommes  se  réduit,  au  signe 
près,  à 

«(S  —  S"  •+-  ç"!  — •  •  •  H-  ç"v-'—  ç"v-')  =  aA. 

Donc  les  deux  produits 

[i,  i][—  i,  — i],    [i,-i][ --i.i] 

se  réduiront  à  deux  fonctions  linéaires  du  monôme 

«A 

qu'on  déduira  l'une  de  l'autre,  en  remplaçant  a  par  a3  =  —  a  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  en  remplaçant 

a  A     par     —  ccA. 
D'ailleurs,  chacun  de  ces  produits  aura  pour  facteur 

si  v  est  de  la  forme  8a?  -+- 1 ,  et 

0V0_V  =  —  P 

si  v  est  de  la  forme  \x  -+-  3.  On  aura  donc  généralement 


(89) 


[1,  i][-i,-i]  =  A  +  B«A, 


A,  B  désignant  deux  quantités  entières  qui  seront  divisibles  par  p  si 
v  est  de  l'une  des  formes  8x  4-  5,  [\x  -t-  3.  Ces  principes  étant  admis, 
si  l'on  suppose  v  de  l'une  des  formes 

Sa:  +  1,     8x  -+-  5, 

alors  des  équations  (84),  (89),  jointes  aux  deux  formules 

a2  =  — 1,        A5— v, 
on  tirera 

(90)  p^1  —  A2  +  vB2. 

Si,  au  contraire,  v  est  de  la  forme  f\x-+-  3,  on  tirera  des  équations  (  83  ) 
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et  (89) 

v-l 

A=/>  *   ,         B  =  o. 

L'équation  (90),  dans  laquelle  A,  B  sont  divisibles  par  p,  lorsque 
v  est  de  la  forme  8a;  -+-  5,  mérite  d'être  remarquée.  Si  l'on  désigne 
par  />x  la  plus  haute  puissance  de  p  qui,  dans  cette  équation,  divjse 
simultanément  A  et  B,  alors,  en  posant 

p  =  v  —  1  —  2^, 
on  trouvera 

(91)  p*=x*+vy*. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  cas  où  l'on  suppose 

n  =  4v, 

le  nombre  N  des  termes  premiers  à  n  et  compris  dans  la  suite 

1 ,     2,     3,      .  .  . ,     n  —  1 
est  précisément 

2(V-I). 

N 
Donc,  alors,  l'exposant  dep  se  réduit  à  —  dans  les  formules  (84)  et  (90), 

aussi  bien  que  dans  les  formules  (38)  et  (47).  (67)  et  (70). 

Dans  le  cas  particulier  où,  v  se  réduisant  à  l'unité,  on  a  simplement 

«  =4, 

on  a  aussi 

p  =  ex, 


y.  désignant  toujours  une  racine  primitive  \f  —  1  ou  —  y—  1  de  l'équa- 
tion 

Alors  on  tire  «le  l'équation  (3) 

&\=P,      e,e,  =  (-i)  »  ,,, 

et  de  l'équation  (4) 

0Î  =  R,.,02,  0*  =  RSi302, 
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puis  de  ces  dernières  combinées  avec  les  deux  précédentes 

(92)  />  =  Ri,iRs,3- 

Dans  cette  même  hypothèse,  R,  ,,  se  réduisant  à  une  fonction  entière 
de  a,  sera  de  la  forme 

A,  B  étant  des  quantités  entières,  et  l'on  aura  encore 

R3,3=  A  +  Bx' 
ou,  puisque  a2  =  —  i, 

R,,=  A-Ba. 

Par  suite,  la  formule  (92)  donnera 

/?  =  (A  +  Ba)(A  —  Ba)  =  A2-  Ba5 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(93)  P  =  A.'-hB*. 

Donc,  alors,  la  multiplication  de  02  par  02,  ou  plutôt  de  R)i(  par  R3)3, 
fournira  la  décomposition  du  nombre  p  en  deux  carrés,  c'est-à-dire, 
en  d'autres  termes,  la  résolution  de  l'équation  indéterminée 

(94)  p  =  *2  +  y\ 

dans  laquelle  p  désigne  un  nombre  premier  de  la  forme  l\x  -h  1 . 
Si,  au  lieu  de  supposer  n  =  Zjv,  on  supposait 

n  :=:  4  w' .  .  .  , 

v,  v',  ...  étant  des  nombres  premiers  impairs,  on  se  trouverait  conduit, 
en  raisonnant  toujours  de  la  même  manière,  à  une  formule  analogue  à 
l'équation  (90).  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que,  le  nombre  des 
facteurs  premiers  impairs  étant  réduit  à  2,  l'on  ait 

n  =  4  vv' . 

Alors,  en  nommant  toujours  N  le  nombre  des  termes  qui,  dans  la  suite 

1,     2,     3,      ...,     n  —  1, 

OF.uvres  de  C.  —  S.  I.  t.  Ul.  20 
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sont  premiers  à  n  —  4W ',  on  trouvera 

N  =  2(v  —  i)(v'—  l). 

Cela  posé,  en  étendant  l'usage  des  notations  (53)  au  cas  où,  dans  le 
produit 

on  remplace  le  facteur  impair  v"  par  le  facteur  4»  par  conséquent,  au 
cas  où  l'on  remplace  les  équivalences 

V-  1  v"— 1 

x  2    =i       (mod.v"),  x  2    =  —  i       (mod.v") 

par  les  équivalences 

x  =  i       (mod.4),  x  =  —  \       (mod.4) 

et  les  sommes 

i  —  A"  i-H  A" 

ç"  +  ç"»""  -4-  ...  4-  ç"»"""   3  = ,  ç"«"  +  S"'"  +  .  .  .  +  ç"""" "'  = 3-=- 

2  2 

par 

a         et         a3  =  —  a, 

on  obtiendra,  pour  représenter  les  produits  (54),  non  plus  des  fonc- 
tions linéaires  de 

.     i  —  A"       i  -+-,  A" 
>      > 

2  2 

mais  des  fonctions  linéaires  de 

a,     —  a, 

lesquelles,  d'ailleurs,  ne  cesseront  pas  d'être  en  même  temps' fonc- 
tions linéaires  de 

i  —  A      i  -+-  A 
> 

2  2 

et  fonctions  linéaires  de 

i  —  A         i  -h  A 


Donc,  alors,  au  lieu  des  équations  (55),  on  en  obtiendra  d'autres  de  la 
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forme 


(95) 


4[i,  i,i][r,  —  i,  —  i][—  r,i,— 1][—  i,—  ivi]  =  a+  bx AA', 
4[—  i,  —  i,  —  i][—  i,  i,  i][j,  —  i,  i][i,i,—  i]  —a  —  bxAA', 


a,  b  désignant  des  quantités  entières  qui,  comme  les  produits  (54), 
seront  divisibles  par  p-,  c'est-à-dire  par  le  carré  de 

0?      ou  de     0!   0   ,   , 

si  le  nombre 

N        v  —  i  v'  —  i 


n'est  pas  divisible  par  4-  Comme,  d'ailleurs,  dans  chacune  des  équa- 
tions (93),  le  premier  membre,  ou  le  quadruple  de  l'un  des  pro- 
duits (54),  devra  se  réduire  au  quadruple  d'un  nombre  entier,  si  l'on 
remplace  A,  A'  par  des  nombres  impairs  tels  que  l'unité  et  a  par  un 
nombre  pair  ou  par  un  nombre  impair,  par  exemple  par  o  ou  par  1,  il 

est  clair  que 

a     et     a  -+-  b 

devront  être  des  multiples  de  4-  Donc  a,  b  seront  divisibles  par  4  ou 

de  la  forme 

a  =  4A,        6  =  4B 

et  les  formules  (95)  donneront 

„       l  t!>  'f  '][!.  —  i,  —  '][—'»  T>  — ']  [— '»  —  1,  ']      =A-hB«AA', 

(96)     ', 

/   [— 1,  —  1,  —  1]  [— 1,  1,  1]  [1,  —  1,  —  i]  [1,  r,  —  i]=A—  BaAA', 

les  valeurs  numériques  de  A,  B  étant  des  nombres  entiers  qui  seront 
certainement  divisibles  par  p2  si  le  nombre 

N  _  v  — 1  ■/  — 1 
8  —      2  2 

n'ost  pas  divisible  par  4-  D'autre  part,  on  reconnaîtra  sans  peine  que 
les  formules  (64)  sont  applicables  au  cas  où,  dans  le  produit 
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les  facteurs  impairs  v,  v'  sont  tous  deux  de  la  forme  !\x  -+-  i;  les  for- 
mules (65),  au  cas  où  un  seul  de  ces  facteurs  impairs,  v  par  exemple, 
est  de  la  forme  l\x^-\-,  enfin  les  formules  (66),  au  cas  où  les  fac- 
teurs v,  v'  sont  de  la  forme  .r\x-\-3.  Dans  les  trois  cas,  les  for- 
mules (64),  (65)  ou  (66)  entraîneront  la  formule  (67)  et,  dans  le 
second  cas  en  particulier,  les  formules  (65)  ou  (68),  jointes  aux 
équations  (96),  donneront 

N 

A=/>T,         B  =  o. 

Mais,  dans  le  premier  et  le  troisième  cas,  on  tirera  de  l'équation  (67), 
jointe  aux  formules  (96), 

N 

(97)  />2  =  A2— B2«2A-A'2  =  A2+B2A2A'2; 

et,  comme  on  aura,  dans  le  premier  cas, 

A2=v,         A'2=v'. 

dans  le  troisième  cas, 

As=  — v,        A'2=  — v', 

il  en  résulte  que,  dans  le  premier  et  le  troisième  cas,  on  trouvera 

A2A'2=vv', 


par  conséquent 


N 


(98)  />2  =  A2  +  vv'B2. 

On  peut  remarquer,  d'ailleurs,  que  les  deux  cas  dont  il  s'agit  sont 
précisément  ceux  où  le  produit 

est  de  la  forme  \x-\-\.  Ajoutons  que  les  quantités  entières  A,  B  seront 
divisibles  par /r,  si  les  deux  nombres  v,  v'  sont  de  la  forme  \x  -+-  3. 
Généralement,  si  n  est  de  la  forme 

n  r=4w'v". . ., 
v,  v',  v",  ...  désignant  des  facteurs  premiers  impairs,  alors,  en  nom- 
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mant  toujours  N  le  nombre  des  termes  premiers  à  n  et  compris  dans 

la  suite 

i,    2,    3,     . . .,    n  —  i, 

c'est-à-dire  en  posant 

N  =  2(v  — i)(v'-i)(v"— I).  .., 

on  trouvera 

/>2  =  A2+vvV'...B2, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

N 

(99)  ps=A»-h^B», 

A,  B  désignant  des  quantités  entières,  dont   la   seconde  sera  nulle 

lorsque  le  produit 

/  „  n 

4 

sera  de  la  forme  [\x  ■+■  3  et  cessera  de  s'évanouir  lorsque  le  même 
produit  sera  de  la  forme  ^x-{-i.  Ajoutons  que  les  quantités  A,  B 
seront  divisibles  par  la  puissance  de  p,  dont  le  degré  est  le  nombre  des 
facteurs  impairs 


si  le  produit 


V,       V  .        V 


V  I     V    —  I     V    —   I 


n'est  pas  divisible  par  4- 

Si  maintenant  on  désigne  par  pl  la  plus  haute  puissance  de  p  qui 
divise  simultanément  A  et  B,  alors,  en  posant 

A=//'\r,  \i=p'-y, 

on  tirera  de  la  formule  (99) 

n 
(100)  /jt1  =  x2  -+-  T  v2 . 

4 

Supposons  encore  n  =  8.  Alors,  si  l'on  nomme  a  une  racine  primi- 
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tive  de  l'équation 


X*=  I, 


«»=— I. 


les  quatre  racines  primitives  de  cette  même  équation  seront 
et  l'on  aura 

Alors  aussi  la  formule  (3)  donnera 

/'-' 
&l  =  p,        0107=0305=(-i)  8  p, 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (4) 

0103=R1,:i04,         0307=zR570t, 
puis,  de  ces  dernières  équations  combinées  avec  les  deux  précédentes, 

(IOI)  /'  =  R!,3R5,7. 

D'ailleurs 

Ri, 3 

sera  une  fonction  entière  et  symétrique  de 

a,     a3, 

par  conséquent,  une  fonction  linéaire  des  sommes  de  la  forme 

le  coefficient  numérique  de  chaque  somme  étant  un  nombre  entier;  et, 
d'autre  part,  la  somme 

a'"+  a3'" 

se  réduit,  pour  m  =  i  ou  3,  à 

oc  4-  a3=  a3  H-  a9, 
pour  m  =  2  ou  G,  à 

a2 -h  ar'=  a6 -H  a18=  o, 

pour  a/2  =  4,  à 

«*+  a12  =  —  2, 
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enfin,  pour  m  =  5  ou  7,  à 

a5 -h  215=  a7  4-  ot2l=  a5 H-  a7  =  —  (a  H-  a1). 

Donc  R,,3  se  réduira  simplement  à  une  fonction  linéaire  de  la  somme 

et -h  a3; 

et,  comme  on  déduira  R5  7  de  R))3  en  remplaçant 

a    et    a3 
par 

a5  =  —  a         et 


on  aura  nécessairement 


(102) 


|   Rli3=A  +  B(a  +  a3), 
I  B5,7=A-B(a  +  «3), 


A,  B  désignant  des  quantités  entières. 

Si   maintenant   on   combine   les    formules   (101)   avec    les   équa- 
tions (102),  on  en  conclura 

/>  =  A--B2(a4-«3)-, 
et,  comme  on  aura 

(a+2S),=:S(!+3!t+2Ctt=2«,=:  —  2, 

on  trouvera  définitivement 

(io3)  p  =  A2  +  2B2. 

Donc,  p  étant  un  nombre  premier  de  la  forme  8.r  -+- 1,  on  pourra  tou- 
jours satisfaire,  par  des  valeurs  entières  de  .r,  y,  à  l'équation  indé- 
terminée 

(104)  p  =  ,r2-+-  2j-. 

On  pourrait  encore  facilement  étendre  les  principes  que  nous  venons 
d'exposer  au  cas  où  le  nombre  n  serait  de  la  forme 
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ou  même  de  la  forme 

n  =  8Wv"..., 

v,  v',  v",  ...  étant  des  facteurs  premiers  impairs.  Alors  les  résultats 
seraient  analogues  à  ceux  que  nous  avons  obtenus  en  supposant 

n  =4wV:... 

Seulement,  en  passant  d'une  hypothèse  à  l'autre,  il  faudrait  substituer 
aux  racines  primitives 

x         et         a3  =  —  a 
de  l'équation 

les  sommes 

oc -h  a3         et         a5  -+-  a7  = — (a  +  a3) 

OU 

a -t- a7  et  a3-+-a5  =  — (cc-+-a7), 

formées  par  l'addition  de  deux  des  racines  primitives 

oc,     ex3,     a5,     a7 
de  l'équation 

.r8=z  i. 

Cela  posé,  en  nommant  N  le  nombre  de  ceux  des  termes  de  la  suite 

i,     2,     3,     ...,     n  —  i 

qui  sont  premiers  à 

n  =  8vv'v".  .  ., 

c'est-à-dire  en  posant 

N  =  4(v-i)(v'-0(v"-,)..., 

et  désignant  par  A,  B  deux  quantités  entières,  on  trouverait  :  i°  dans 
le  cas  où  le  quotient 


—    =  VV  V    .  . 


serait  de  la  forme  !\x  -+- 1, 

N 

pi  =  A"-—lV-(cx-hcx3y     A'SA"2...; 
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20  dans  le  cas  où  le  même  quotient  serait  de  la  forme  [\x  -+-  3, 

pi=ki—  B2(a4-a7)2A2A'2A"2..., 
les  valeurs  de  A2,  A'2,  A"2,  . . .  étant  dans  l'un  et  l'autre  cas 

A2=(-i)~v,         A'2=(-i)~/,         A^t-if^V,  ...; 

et,  comme  on  aurait  évidemment  dans  le  premier  cas 

(  y.  -+-  y.3  )-  =  y.'2  -+-  a6  —  2  =  —  2, 

v—  1         v'— 1         v'— I 

1 1 h...=  o         (mod.2), 

222  " 

A2A'2A'2...  =  vv'v"..., 
puis,  dans  le  second  cas, 

(y.  +  a7)2=  a- -4-  a6+  2  =  2, 
v  —  1         ■/  —  r        v"  -  1 


-h  . .  .=  1         (mod.2), 


2  2 

A2A'2A"2...:=  —  1  vv'v", 

il  est  clair  que,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèse,  on  se  trouvera  conduit 
à  la  formule 

N 

7J2  =  A2+  2VV'V"...B2, 

qu'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit  : 

M 

(io5)  /=A2+2(|^B2. 

Ajoutons  que,  dans  le  premier  cas,  les  quantités  A,  B  seront  divisibles 
par  la  puissance  de  p  qui  a  pour  degré  le  nombre  des  facteurs  impairs 

v,    v',    v  ,     ... 

si  tous  ces  facteurs  sont  de  la  forme  (±x  -h  3,   attendu  qu'alors   le 

produit 

v  —  I   •/  —  I  •/'—  I 
I-+-3 

2  2  2 
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sera  divisible,  non  par  8,  mais  seulement  par  4-  et  qu'on  aura  d'ailleurs 

e*vv.v.=  ©?  =p. 

Dans  tous  les  cas,  si  l'on  désigne  par  j?  la  plus  haute  puissance 
dep,  qui  divise  simultanément  A  et  B,  alors,  en  posant 

A=/>)'.r,        B=ply, 

N 

on  tirera  de  la  formule  (io5) 


,2 


(106)  ^=^2-+-2(-jy 

Nous  remarquerons  en  finissant  que,  si  le  nombre  premier/»,  étant 
de  la  forme  !\x-\-?>,  se  réduit  précisément  au  nombre  3,  les  for- 
mules (16)  deviendront  inexactes.  Mais  alors,  pour  retrouver  l'équa- 
tion (20),  il  suffira  d'observer  qu'on  tire  de  la  formule  (3) 

0i©2  =  /', 
et  de  la  formule  (4) 

0J=rRM02,  0^  =  1^0,, 

puis  de  ces  dernières,  combinées  avec  la  précédente, 

(107)  />  =  R,, ,!{.,,,. 

Dans  cette  même  hypothèse,  si,  en  nommant  p  une  des  deux  racines 
primitives  de  l'équation 

.2?s  =  I, 

l'on  pose 

P-P2=A, 

on  aura,  non  seulement 

(108)  A2  =  — 3, 

mais  encore,  eu  égard  à  la  formule  p  +  p'-=  —  1, 

1  —  A  2_       1  -+-  A 
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Comme  on  aura,  d'autre  part, 

RM  =  C0+  CiO  ■+■  Ctp*,  Rî,2  =  C0+  C,p2-h  C,p, 

c0,  c,  désignant  des  quantités  entières,  on  en  conclura 
(109)  2R,,,  =  A  +  BA,         aRM=A  —  BA, 

les  valeurs  de  A,  B  étant 

puis  on  conclura  des  formules  (107)  et  (109) 

4/>  =  A'-B*AS 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  (108), 

(no)  4/>  =  A2+3B2. 

L'équation  (110)  est  évidemment  de  la  forme  de  celle  qu'on  obtien- 
drait en  posant  n  =  3  dans  la  formule  (10). 


NOTE    IV. 

SLR    LES    RÉSIDL'S    QUADRATIQUES. 


/j  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  a,  comme  on  sait, 

J  (1.2 /)(l.2 A'IM.2 h)...  J 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières,  nulles  ou  positives, 
de 

f       "■       h 

qui  vérifient  la  condition 
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Si  p  est  un  nombre  premier,  le  coefficient  numérique 

1.2.3 p 

(1-2 /)(!.* #)('-2 h)... 

se  réduira  toujours  évidemment  à  un  multiple  de  p,  à  moins  que  l'on 
ne  suppose  un  seul  des  exposants  /,  g,  h,  ...  égal  h  p,  tous  les  autres 
étant  nuls.  Donc  alors  la  formule  (i)  donnera 

(2)  (x  -f-y  -+-  z  -+-.  .  .)p  =  xp  -+-  y>>  -\-  sP-h.  .  .  -h pP, 

P  désignant  une  fonction  entière  de  x,  y,  z,  ...  dans  laquelle  les 
coefficients  numériques  seront  des  nombres  entiers.  Donc,  si  l'on 
attribue  à  x,  y,  z,  . . .  des  valeurs  entières,  on  aura 

(3)  (x  -+-  y  4-s  -t-. .  .)/'  =  xp  ■+- y -h  zp -h . . .        (mod.p). 
Si  maintenant  on  pose 

alors,  en  nommant  /-  le  nombre  des  quantités  x.  y,  z,  ...,  on  verra 
la  formule  (3)  se  réduire  à 

(4)  kP=k        (mod.p). 

L'équivalence  (4)  comprend  le  théorème  énoncé  par  Fermât  et  suivant 
lequel  la  différence 

XP —  X 

est,  pour  des  valeurs  entières  de  x,  toujours  divisible  par  p.  lorsque 
p  est  un  nombre  premier.  Comme  d'autre  part  l'équivalence 

xp  —  .r  =  o         (mod./j) 
ou 

x(xP~i  —  i)  =  o         (mocl./j) 

entraine  la  suivante 

(5)  xP~y  —  i  =  o       (niod./>) 

lorsque  x  n'est  pas  divisible  par  p,  il  en  résulte  que  tout  nombre 
première  p  est  racine  de  l'équivalence  (5),  qu'on  peut  encore  écrire 
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comme  il  suit  : 

(6)  xp-1=i        (mod./j). 

Si  d'ailleurs  on  nomme  /  une  racine  primitive  de  l'équivalence  (6),  les 
diverses  racines  de  cette  équivalence  pourront  être  représentées  éga- 
lement, ou  par  les  divers  termes  de  la  progression  arithmétique 

I,     2,     3,      . ..,     p  —  I, 

ou  par  les  divers  termes  de  la  progression  géométrique 

et,  par  suite,  tout  nombre  entier,  premier  à  p,  sera  équivalent,  suivant 

le  module  p,  à  une  puissance  entière  de  t.  Ajoutons  qu'en  vertu  de  la 

formule 

tP~l  =  i        (moû.p) 

on  aura  généralement 

si  l'on  suppose 

h  =  k        (mod./>>  —  i). 

Donc  une  racine 

de  l'équivalence  (6)  ne  devra  point  être  censée  altérée  lorsqu'on  y 
fera  croître  ou  diminuer  l'exposant  h  d'un  multiple  de  p  —  i.  Enfin, 
comme,  en  supposant /j  impair,  on  aura 

XP^X  —  I  =  \x   *    —i)\x    -    -t-ij, 

l'équivalence  (5)  ou  (G)  se  décomposera,  dans  cette  hypothèse,  en 
deux  autres  dont  la  première 

X    *     —  I  =  o 

ou 

(7)  x    2    =  1  (  \\\w\.p  ) 

aura  évidemment  pour  racines  les  puissances  paires  de  t,  savoir 

...,     tP-*t 
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tandis  que  la  seconde 

X    2     —  I  =  0 

ou 

(8)  X     2      =—  I  (1110(1./?) 

aura  nécessairement  pour  racines  les  puissances  impaires  de  t,  savoir 

't,      t\      t\       ...,      L"-\ 

Ainsi,  parmi  les  termes  de  la  progression  arithmétique 

i,     2,     3,     ...,     p  —  I 

représentant  les  restes  ou  résidus  qui  peuvent  provenir  de  la  division 

d'un  entier  par  p,  les  uns,  en  nombre  égal  à  — — >  seront  équivalents, 

suivant  le  module  p,  à  des  puissances  paires  de  /,  par  conséquent  à 
des  carrés  parfaits.  Ces  termes,  dont  chacun  est  le  reste  ou  résidu  de 
la  division  d'un  carré  par  p,  se  nomment,  pour  cette  raison,  j*ésidus 
quadratiques,  aussi  bien  que  les  nombres  équivalents  aux  mêmes 
termes  suivant  le  module  p;  et  comme,  dans  le  cas  où  l'on  prend  p 
pour  module,  tout  nombre  premier  à  p  équivaut  à  une  puissance 
entière  de  t,  le  carré  d'un  tel  nombre  équivaudra  nécessairement  à 
une  puissance  paire  de  t,  c'est-à-dire  à  une  racine  de  la  formule  (7); 
d'où  il  résulte  que  tout  résidu  quadratique,  différent  de  zéro,  sera  une 
semblable  racine.  Donc,  les  racines  de  l'équivalence  (8)  qui  sont 
distinctes  des  racines  de  l'équivalence  (7),  mais,  comme  elles,  en 

nombre  égal  à >  ne  pourront  être  des  résidus  quadratiques  sui- 
vant le  module  p.  C'est  ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  chacune  des 
racines  de  l'équivalence  (8)  est  non-résidu  quadratique  suivant  le 
même  module. 

Pour  abréger,  nous  désignerons,  avec  M.  Legendre,  par  la  notation 


Kl 
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p-i 


le  reste  de  la  division  de  k  2    par  le  nombre  premier  p.  Cela  posé,  on 
aura  généralement 

si  k  est  divisible  par  p,  et,  dans  le  cas  contraire, 

?,  ou  [£]=-, 


suivant  que  k  sera  résidu  ou  non-résidu  quadratique.  Comme  d'ailleurs  /, 
étant  une  racine  primitive  de  l'équation  (6),  ne  pourra  vérifier  la  for- 
mule Cj),  on  aura  nécessairement 


(9) 


t  2  =  —  i 


(mod.p), 


et  comme  t  '  sera  évidemment  une  puissance  paire  ou  impaire  de  t, 
suivant  que  p  sera  de  la  forme  l\œ  -+- 1  ou  f\.v-\-3,  on  peut  affirmer 
que  —  i  sera  résidu  quadratique  dans  le  premier  cas  et  non-résidu 
quadratique  dans  le  second.  Enfin,  comme,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  la  progression  arithmétique 

I,     2,     3,      ...,     p  —  I 

renferme  autant  de  résidus  que  de  non-résidus,  on  aura  nécessaire- 
ment 

3 


(io) 


[j]*Ë] 


p  —  i 


H 


Généralement,  si,  une  suite  de  nombres  entiers 

a,      b,     c,      ...,      / 

étant  composée  de  n  termes  différents  premiers  à  p,  on  suppose  que, 
dans  cette  suite,  les  résidus  quadratiques  sont  en  nombre  égal  k  n'  et 
les  non-résidus  en  nombre  égal  à  n",  on  aura,  non  seulement 


(ii) 
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mais  encore 

*-*=e]*[?M?K-+[?] 

et,  par  conséquent, 

p-t  /)-!  />— 1  p  — 1 

(i3)  «'—  n"=a  *   -Jrb  *   +c  *   ■+-...+  /  *  (mod.jo). 

On  peut  d'ailleurs  écrire  l'équivalence  (i3)  comme  il  suit  : 

p-* 
04)  »'— n'ss i ^n -        (mod.p), 

la  variable  s  devant  être  réduite  à  zéro  après  les  différentiations  effec- 
tuées. 

La  formule  (i4)  offre  un  moyen  facile  de  déterminer  la  différence 
ri  —  n",  et  par  suite,  eu  égard  à  la  formule  (i  i),  chacun  des  nombres  ri, 
ri'  lorsque,  lejiombre  n  étant  inférieur  à  p,  la  suite 

a,     b,     c,      .  .  . ,     / 

se  réduit  à  une  progression  arithmétique 

h,     h  -+■  k,     h  -+-  i k,     . .  . ,     h  -+-  (n  —  i) k. 

Alors,  en  effet,  la  somme 

eaz  _^_  e62  _j_  ecz  _j_  _     _  _|_  elz 

devient 

gllkz j 

e/,z(i  -+-  ekz-\-  eikz-+- .  .  .-+-  e^n~ i)kz)  =  eh~  — -j- , 


et,  par  suite,  la  formule  (i4)  se  réduit  à 


p-» 


d  2 
(i5)  n'-n"  = 


/'-' 
dz   °- 


ehz  _ 


lkz—  il 


nkz 


Concevons,  pour  fixer  les  idées",  qu'on  demande  le  nombre  ri  des 
résidus  quadratiques  et  le  nombre  ri'  des  non-résidus  inférieurs  à  -> 
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c'est-à-dire  compris  dans  la  progression  arithmétique 


Alors  on  aura 

et,  par  suite, 

(.6) 


.       2      3  EHI 


n  — >  h  z=  i ,  k  =  i 


d  i     (  e  *  *  —  e- 


dz    ' 


D'autre  part,  la  différence  entre  le  rapport 


e   -     —  ez 


et  celui  dans  lequel  il  se  transforme,  quand  on  y  remplace  p  par  zéro, 
est 


('7) 


/'  +  '  _  i  _  /'+■  _        \_  _ 

e   2      —  ez        cA   —  ez        e   2      —  e- 


f  —  i  e~  —  i 


Klle  est  donc  égale  au  produit 

\e   2      —  e2  )(e~—  i)-' 


et  sa  dérivée  de  l'ordre  — >  relative  à  z,  se  composera  d'une  suite  de 

2 

termes  dont  chacun  sera  proportionnel  au  facteur 


/-+>_       i . 

e   2    '—  er 


ou  à  l'une  des  dérivées  de  ce  facteur.  Or,  comme  ces  dérivées  s'éva- 
nouissent avec  le  facteur  lui-même  quand  on  y  remplace  z.  et  p  par 
zéro,  comme  d'ailleurs  on  trouvera 


1  _ 
e1  —  ez 

k     _      ./ 

e*   —  e  * 

ez  —  i 
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,|  suit  de  la  formule  (17)  qu'on  aura,  pour  une  valeur  nulle  de  z, 

d  8       £^_^lr  _  e'  "eI  )  =  o        ( mod./>), 
/'-■  \     ez  —  r  e=  —  ■ 


par  conséquent 


/n 

T^-A         K\ 

/   1=         . 
e2   —  e- 

V   e--- . 

/'-■ 
\    d   2     t 

dz    2 

V  e''  "  -h  e   * 

(  1110(1.  p). 


Donc  la  formule  (16)  donnera,  dans  l'hypothèse  admise, 

_— -  )         (mod./>). 


Enfin,  z  devant  être  réduit  à  zéro  après  les  différentiations,  on  pourra, 
sans  inconvénient,  remplacer  z  par  zf-  1  dans  la  formule  (18),  qui 
se  trouvera  ainsi  réduite  à 

p-i     d  *-    tangy 

(19)  n'-n  =  (-»)  2  p-, 

r/;    2 

Ajoutons  qu'en  vertu  de  formules  connues,  la  valeur  de  tang^  sera 
généralement  fournie  par  l'équation 

o 

-  /  I     2-  —  I        3         .         «       24  —  I 

(20) 


,a"^  =2V6^^  7^""  3o      23       ..2.3./, 


1    2'  —  1 


^2  25  1.2.3.4.5.6 


dans  laquelle  les  coefficients  numériques 


1       _i_      j_ 
6'     3o'      4a' 


(|ue  nous  désignerons  généralement  par 

-i  1,    -i  2,    -^'.p     ■  •  ■» 
sont  ce  qu'on  appelle  les  nombres  de  Bernoulli. 
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Putir  appliquer  la  formule  (19),  il  convient  de  distinguer  deux  cas 

suivant  que  — —  est  pair  ou  impair,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 

suivant  que  p  est  de  la  tonne  \.r  -+-  1  ou  (\x  -+-  3.  Dans  le  premier  cas 

ou  a,  pour  une  valeur  nulle  de  ^, 

—  z 


dz    - 


et,  par  suite,  la  formule  (19)  étant  réduite  a 

II    —  II  '  =  O  (  11)0(1. /J  ), 

on  tire  de  cette  formule,  jointe  à  l'équation 


,  ,     h  P  —  ' 

n  -+-  n   —  n  =  - 


11  =  a  = 


/»  —  1 


(mod./>), 


n'=n"=  P—- 


par  conséquent, 

(21) 

-1 

Au  contraire,  lorsque  p        est  impair  et  p  de  la  forme  ï\x  -+-  3,  alors, 
en  ayant  égard  a  l'équivalence 

ir  '  =  1        1  mod./?), 
on  tire  de  la  formule  (20),  pour  une  valeur  nulle  de  z, 


p 

—  I 

„ 

rf 

-    1 

Lang 

- 

1 

I 

1—  1 

<ll. 

- 

i 


p-\ 


'\  "- — — —    —  •-l»r-n  =  4\2  —  2  2  //^p-n         I  mod./j  ), 

— 7" 


p-i 


/'-  ' 


et,  par  suite,  la  formule  (  19)  don  m 


/'+' 


1 


(22)  n'—n"=(—\)    •    2U-3    J    '-A./J  +  1  I  iiiml./'  1. 

D'ailleurs,  lorsque  /;  est  de  la  forme  \x  -+-  1,  il  est  nécessairement  de 
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l'une  dos  formes  8.r  +  3,  8.r  -+-  7  et,  comme  on  le  verra  tout  à  l'heure, 

on  a  :  i°  en  supposant  p  de  la  forme  Sx  -t-  3. 


2  2   ==—  1        (mod./>); 


20  en  supposant  y.»  de  la  forme  Sec 


1  2   =  1. 


Donc,  la  formule  (22)  donnera,  lorsque  p  sera  de  la  forme  8  a?  -+-  3, 

n'  —  h"  _       „  . 

(23)  fl'-fl'=-6Af+i, —  =  —  J^/'  +  i. 

'.  * 

et,  lorsque  p  sera  de  la  forme  8.r  -t-  7. 

"'  —  n" 

(24)  n' —  n"==  aJUp+i,  =  «ft»/>H->« 

Ainsi,  lorsque  y>  est  premier  et  de  la  forme  l\x  +  3,  la  demi-différence 
entre  le  nombre  des  résidus  et  le  nombre  des  non-résidus  inférieurs 
à  -p  est  équivalente,  suivant  le  module  p,  à  un  nombre  de  Bernoulli 
ou  au  triple  de  ce  nombre  pris  en  signe  contraire.  Cette  proposition 
remarquable  a  été,  pour  la  première  fois,  énoncée  et  démontrée, 
en  i83o,  dans  le  précédent  Mémoire  dont  un  extrait  a  été  publié  dans 
le  Bulletin  de  M.  de  Férussac  sous  la  date  de  mars  i83i. 

Enjoignant  aux  équivalences  (23)  ou  (24)  la  formule  (11),  ou 

-1  ,    -,—  />  —  ' 

n  -t-  n  — 1 


on  en  tire  :  i°  lorsque  p  est  de  la  forme  Sx  -+-  3, 

(a5)        „'BS£ZLL-3J.p+„        re"=^=li  +  3^p+i        (mod./>); 

2°  lorsque />  est  de  la  forme  8.r  4-  7. 

(26)  /i'=  !—^-  -hXP  +  i,         n"=  P~1  —XP^i         (mod.p). 

1  4  ^ 
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Au  reste,  les  formules  (n)  et  (i5)  fourniraient,  avec  la  même 
facilité,  le  nombre  des  résidus  et  le  nombre  des  non-résidus  quadra- 
tiques compris  dans  une  progression  arithmétique  dont  les  termes 
seraient  positifs  et  inférieurs  à 

P  '   X      P  P 

4r>     ou  a     71     ou  a     ■&>      •  ■  •  • 

Concevons  maintenant  que,  p  étant  un  nombre  premier  impair,  on 
demande  la  valeur  de 


[-;] 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  reste  de  la  division  de  ip~{  par  p.  Pour 
y  parvenir,  il  suffira,  comme  on  sait,  d'élever  à  la  puissance  du  degré  p 
l'un  quelconque  des  facteurs  imaginaires  dans  lesquels  peut  se  décom- 
poser le  nombre  2.  Or  on  a  évidemment 

2  =  ('  +  v/30('-/3"') 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

2  =  (1  -+-  a)  (1  —  a). 


a  désignant  une  des  deux  racines  primitives  \  —  1.  —  s  —  1  de  l'équa- 
tion 

x''  =  I  . 

D'ailleurs,  on  tirera  de  la  formule  (2) 

(27)  (i+ci;',  =  i  +  cî''+/;l)1 

P  désignant  une  fonction  entière  de  a  dans  laquelle  les  coefficients 
numériques  seront  des  nombres  entiers,  et  comme  on  aura,  d'autre 

pari. 

e<2  =  — 1,         (i  +  a)'=2a, 

par  conséquent, 

(l  -+-  Ct)P~l  =  2    *    a    s 

el 

(H-a)P=  2   2   a   *    (1  -h  a). 
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la  formule  (27  )  donnera 

/■-'  /-    ' 

2    *    y.    -    (1  4-  a)  =  1  H-  a? ■+■  pP 
ou.  ce  qui  revient  au  même, 

1  4-  y.<>  l> 


(28)  2     2     =: 


k   *   (  1  -t-  «  )  a  s    (  1  -+-  a  ) 


Enfin,  comme  on  aura  :  i°  en  supposant  p  de  la  forme  \x  -+-  1 , 


l  +  St^l  +  Z, 


— 7  =  *  *  =(-0  v  =(-')  ? 


2 


20  en  supposant  p  de  la  forme  L\x  -+-  3, 


1  +  a  =  a  (  1  -+-  y?  )  =  y. (  1  -1-  a''  ), 

/■  +  '  /'-*-'  /'-'  /■  +  ' 

—  —  a.    *    =  (— i)    4    =  (— i)    *       '    ; 


/ 


on  en  conclura,  dans  tous  les  cas, 

=  (-') 


„  ■    p  —  1 1 1  p  ■+- 1 1 

1  -f-  a'' 


a    2    (  1  -(-  a  ) 


ce  qui  permettra  de  réduire  l'équation  (28)  à  la  suivante 

/'-  '  iy-ip+f  /  ., 

(29)  a   *   =(-0*    »      2    (n-/> 


a'\ 


Kn  vertu  de  cette  dernière  équation,  le  produit 

p nz   I)  — — — 

sera  égal,  au  signe  près,  à  l'un  des  nombres  entiers 


■I  comme  l'expression 


NOTE  iv. 

P  (  i  —  aP) 
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sera  nécessairement  une  l'onction  entière  de  a  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients seront  entiers,  cette  expression,  en  devenant  indépendante  de  a 

ne  pourra  se  réduire  qu'à  une  quantité  entière.  Donc  le  produit 


et  sa  moitié 


p  P(i  —  a>') 
P(i—  a") 


seront  deux  multiples  du  nombre  premier/?,  et  la  formule  (  29  )  donnera 


(3o) 

mi,  ce  qui  revient  au  même. 


2    2    =(-i)*:     2       s 


1  mo&.p  1 


r  2  -1  1  £zi  £±I 

|  -J  =(-.)•  •  ■. 

On  tirera,  en  particulier,  de  la  formule  (3i  )  :  1"  en  supposant  />  de  la 
l'orme  8.r±i,  c'est-à-dire  de  l'une  des  formes  Sx  4-  1,  Sx  -+-  7. 


(-i)°=i; 


20  en  supposant  />  de  la  l'orme  Sx  ±  3,  c'est-à-dire  de  l'une  des  formes 

H.r  -4-  '■),  8a;  -h  5, 

Ainsi  le  nombre  2  sera  résidu  quadratique  pour  les  dules  premiers 

de  la   l'orme  8a?  -+- 1,   8.r  +  7  et    non-résidu   [tour  les   modules  de  la 
l'orme  <S.i'  -+-  >.  «S.r  +-  5. 

Observons  encore  qu'on  tirera  de  la  formule  (3i)  :  r  en  supposanl 
l>  de  la  forme  \x  -+-  1 , 


r     ' 


(-') 
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2°  en  supposant  p  de  la  forme  f\x  -+-  3, 

P.  ' 


(->) 


Os  deux  dernières  formules  sont  précisément  celles  que,  dans  les 
deux  cas  dont  il  s'agit,  on  déduirait  immédiatement  de  la  formule  (28). 
Il  résulte  de  la  seconde  que,  le  nombre  premier  p  étant  de  la  forme 

/'-■ 
l\x  -+-  3,  2  -    sera  équivalent,  suivant  le  module/),  à  -h  1  si  ce  module 

est,  en  outre,  de  la  forme  Sx  -+-  7  et  à  —  1  si  le  même  module  est  de 
la  forme  Sx  ■+-  3. 

Comme  la  démonstration  de  la  formule  (3o)  ou  (3i)  repose  entiè- 
rement sur  le  développement  de  la  puissance  p  du  binôme 

a  étant  une  racine  de  l'équation  a?2  =  —  1,  on  arriverait  encore  à  la 
même  formule  en  développant  immédiatement,  à  l'aide  du  théorème 
de  Newton,  l'expression 

(I+v/— /   ou    (,_v/=r7)" 

et  ayant  égard  à  la  formule 

(1  -+-  \J  —  1  f—  1  \J—  1         ou         (1  —  \J  —  i)2  —  —  2  \j  —  I. 

Effectivement,  on  trouverait  alors  :  i°  en  supposant  p  de  la  forme 
l\x  -+- 1, 


(i.)    .^=(-0^1  ■  ■  -     '-<'->      PlP-'HP—> 


p+l 


1.2.3 

I  .2.5.  .  . 


20  en  supposant  />  de  la  forme  f\x  -+-  3, 

<33,  .^(-o^r,-,-^-)^.^-'»!-').  .,,(p-,)' 


[■ 


'•2'3  '    ,.2.3...      ^-' 


NOTE   IV. 
Ainsi,  en  particulier,  en  prenant 

on  trouvera  successivement 

2  =  —  (i  —  3), 

2S  — —  (l  -+-  5  —  io), 

23  =  I  —  7  —  2  1  -f-  35, 

2S  =  —  (  i  —  ii  —  55  -+-  1 65  -+-  33o  —  462  ), 
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Une  méthode  semblable  à  celle  que  nous  venons  de  rappeler  et  par 
laquelle  on  obtient  la  valeur  de 


peut  servir  à  trouver  généralement  la  relation  qui  existe  entre  les  deux 

expressions 

a 

et 


Y 


/' 


P 

19 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  restes  «le  la  division  de  '-''''", 
par p  et  de  2/'~'  par  7,  p  et  q  désignant  deux  nombres  premiers  impairs. 
Effectivement,  pour  obtenir  une  transformation  de  l'expression 


>'/-' 


il  suffit  d'élever  à  la  puissance/;  l'une  Av>  racines  carrées  imaginaires 
de  ±p.  Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  Note  I,  si  l'on  désigne  par  0 
une  racine  primitive  de  l'équation 

(34)  *"=!, 

alors,  en  posant 

1 .;.-,  1  e  -  o'-^et'--...+  o<1'-'-  oi,,-"-= a, 


on  aura 
(36) 

OEuvret  </<■  C.  -  S.  I.  t.  III. 


A«=(-i)  '  p. 


•  ; 
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D'autre  part,  g  riant  un  nombre  premier  impair,  il  résulte  de  la  for 
mule  (2)  que  l'équation  (35  )  en  (rainera  la  suivante  : 


>" 


\<i=zf/i—cj<i>-{-  rnr- 


çQ  étant  une  fonction  entière  de  0  dans  laquelle  1rs  coefficients  numé- 
riques seront  non  seulement  des  entiers,  mais  encore  des  multiples 
de  (/  :  el  comme,  /  étant  une  racine  primitive  de  l'équation  (G),  on  aura 

e\  ideiiinient 


9v  _$'/'+-  5</<:  — .  .  .-u  cyi 


',1''"'" d 


9i""*=±  (6  —  0'  4-  9'1—.  .  .  +  9""'  —  9"'~*)  =  ±  A, 


le  double  signe  devant  être  réduit  au  signe  -+-  ou  au  signe  —  selon 
que  le  nombre  </  sera  équivalent,  suivant  le  module/?,  à  une  puissance 
paire  ou  impaire  de  /.  c'est-à-dire  suivant  que  l'on  aura 


7 
IP 


ou 


-1 


il  est  clair  que  l'équation  (i~)  pourra  être  réduit»'  ii 


A'/: 


1 


7<J- 


(38) 

Enfin,  comme 

A-/ = (9  -  ei +  r —...■+  9""3 -  0'r"'y 

sera  évidemment  une  fonction  entière  et  symétrique,  non  seulement  de 

<j.    e<*,    bi> o""3, 

mais  encore  de 

v,    y.    9'5 b"~\ 

par  conséquent  une  fonction  entière  et  linéaire  des  deux  sommes 

et  même  nue  fonction  qui  changera  de  signe  lorsqu'on  remplacera  0 
par  0',  par  conséquent  lorsqu'on  remplacera  la  première  somme  par  la 
seconde,  on  peut  affirmer  que  Ay  sera  proportionnel  à  la  différence  de 
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ces  deux  sommes,  c'est-à-dire  à  A.  le  coefficient  numérique  de  A  étant 
un  nombre  entier.  Doue,  puisque,  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (  38  ),  le  premier  terme  se  réduit  à  ±  A,  le  second  terme 

sera  encore  proportionnel  à  A,  le  coefficient  numérique  de  A  étant  un 
nombre  entier  multiple  (le  (/.  Cela  pose,  l'équation  (38),  divisée  par  A, 
donnera 


(3g) 


A'/- 


7 
P. 


(  1110(1.  </). 


De  cette  dernière  équation,  combinée  avec  la  formule  (36),  on  tire 

(  moil.r/), 


7 
P 


par  conséquent 

(40) 


r    ■'/-■ 

=  (-1)     »         * 


Telle  est  la  loi  de  réciprocité  qu'a  trouvée  M.  Legendre  et  qui  sert  de 
l»ase  à  la  théorie  des  résidus  quadratiques.  La  démonstration  (')  que 
je  viens  d'en  donner,  et  ([lie  j'avais  déjà  exposée  dans  le  Bulletin  de 
.)f.  de  Férussac  de  septembre  1829,  est  plus  rigoureuse  que  celle 
qu'avait  obtenue  AI.  Legendre  et  plus  courte  que  celles  auxquelles 
M.  (i;mss  était  d'abord  parvenu. 

Si  le  nombre  k  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  a,  b,  c,   .... 
l'équation 

/.  —  abc .  .  . 

entraînera  évidemment  la  suivante: 


'  k' 

P 

— 

a 
3  . 

b 

c 

(')  Dans  la  troisième  édition  de  la  Théorie  des  nombres,  qui  a  paru  en  i83o,  M.  Le- 
gendre présente  cette  démonstration  comme  étant  la  plus  simple  de  toutes  et  l'attribue  à 
M.  Jacobi,  sans  indiquer  aucun  Ouvrage  où  ce  géomètre  l'ail  publiée,  et  dont  la  date  soit 
antérieure  au  mois  de  septembre  1829. 
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En  d'autres  tonnes,  on  aura  généralement 

I  abc.  .  . 


P 


= 

'  a 
P. 

'  b 
.~P. 

c 
.P. 

On  trouvera  de  même 


a"  a 


IPJ        \.P 


On  peut  voir,  dans  le  Bulletin  de  M.  de  Férussac  déjà  cité,  comment 
les  mêmes  principes  peuvent  être  appliqués  à  la  théorie  des  résidus 
cubiques,  biquadratiques,  etc. 


NOTE  V. 

DÉTERMINATION    DES    FONCTIONS    R/,./,,    ...    ET    DES    COEFFICIENTS 
QU'ELLES    RENFERMENT. 

Si,  en  désignant  par  p  un   nombre  premier  impair,  par  0,  %  des 
racines  primitives  des  équations 

,r/'=  i,  xi'-1  ='i , 

par/  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

^''_1=i  (mod./j), 
enfin  par  /i,  />  des  quantités  entières,  on  pose 
(  i  )  (■),,  =  6  -h  -''  9'  -+-  x-h  9l':  + . . .  +  7'"-v/l  9"'~\ 

il  est  clair  (jue  la  condition 

k  =  h  i  mod./>  —  i) 
entraînera  les  formules 
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en  vertu  desquelles  on  pourra  toujours,  si  l'on  veut,  réduire  l'expo- 
sant h  d'une  puissance  entière  soit  positive,  soit  négative  <le  -,  ou 
l'indice  h  d'une  expression  de  la  forme  0A,  à  l'un  des  nombres 

o,     i ,     2,     3,     . . . ,     p  —  1. 

D'ailleurs,  ainsi  qu'on  l'a  prouvé,  on  trouvera  :  i°  en  supposant  h 
divisible  par  p  —  i , 

(2)  (■) *=e,  =  — ij ; 

2°  en  supposant  h  non  divisible  par/»  —  i, 

(3)  eAe_A=(-ov 

Donc,  si  l'on  pose  généralement 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4)  Ra,a—  5 ' 

on  aura  :  iu  en  supposant  h  ou  X:  divisible  par/?  —  1 . 

(5)  R/i,*  =  -i-; 

20  en  supposant  />  non  divisible  par  p  —  1 , 

(6)  rAi_a=z-(-i)V; 
et,  comme  on  trouvera  encore 

D       n  _«/<<->/   «    /(->   / 

■  */,.  h -n_  A.-/.-  —  Ti Ti ' 

W/j+A      W    /(-A- 

on  en  conclura,  eu  égard  à  la  formule  1  i  )  cl  en  supposant  //,  k,  ainsi 
que  h  h-  k,  non  divisibles  par  p  —  1, 

(7)  IU./.U  ./,.  /,-/>• 

Ajoutons  que,  si  h  ■+■  k  n'est  pas  divisible  par  p  —  1 .  on  aura  |  voir  la 
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formule  I  3  i  de  la  page  SS | 

R„i*=S(Ti*^ 
le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i  comprises  dans  la  suite 

i .     2,     3 /)  —  » 

et  les  valeurs  correspondantes  <l<'  i,  j  étant  choisies  de  manière  à  véri- 
fier la  condition 


(9) 


*'-+-  /■/=  i  iikkI. />  ). 


Concevons  maintenant  que,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule i  «S  ).  on  réduise  l'exposant  de  chaque  puissance  de  ~.  à  l'un  des 
nombres 

O,        1  .        2,       3,        ....       J)  ?.. 

Ce  second  membre  deviendra  une  fonction  entière  de  ~.  du  degré/»  —  2 
et  l'un  aura  identiquement 

(io)  S  (?"'"*)  =a0+a,T+  ajT'H-. . .  ■+-  ;>,,_, -'•  -, 

a„,  a,.  a2 a,,  .,  désignant   des  nombres  entiers  dont  plusieurs 

pourront  s'évanouir  et  dont  la  somme,  égale  au  nombre  des  valeurs 
de  r,  vérifiera  la  formule 

(ii)  ;i„  -+■  a,  -i-  a*  4-. . .  -+-  ap_2  =  />  —  2. 

Cela  |»osé,  l'équation  (10)  donnera 

K/k,*=a0-i-a1T     ,i.tj     ...     a,  ,?/'-». 
D'ailleurs  >i,  dans  l'équation  (  n»  1,  on  remplace  ~  par  -.'",  on  trouvera 

(l3)  g(TfmA+/m*)  _ao_|_aiTm_(.  atT»»»_K  .  .H-ap_,T^-!  '". 

Doue,  si  le  produit 

n'est  pas  divisible  par/)  —  1 .  l'équation  (  [2)  entraînera  la  suivante  : 
11  i»  R«/i),.,*=a0  +  a1T"'  ha,T,wH  ...  t- n/(_2- '■  •>»«. 
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Si/;  —  i  divisait  le  produit 

m{h  +  k), 

alors  on  trouverait  :  i"  en  supposant  mli,  mk  non  divisibles  par/;  —  i, 

(i5)  S(r''"'/'^'"/')  =— i, 

par  conséquent 

( 1 6)  ;i0  -+-  a , z"1  +  a2T2'"  4- .  . .  -H  a^T"'--""  =  —  i; 

•2"  en  supposant  ///A  et  '«£  séparément  divisibles  par/;—  i, 

(17)  S(i7'"'/'+>'"/')  —p  —2, 

par  conséquent 


(.8) 


-t  p-î)m  — 


Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (  18  ), 
les  seules  puissances  de  t,  qui  se  trouveront  multipliées  par  des  coef- 
ficients positifs  et  distincts  de  zéro,  seront  les  puissances  qui  offriront 
des  exposants  divisibles  par/;—  i  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celles 
qui  se  réduiront  à  l'unité.  Donc  le  premier  membre  de  la  formule  (  1 8  ) 
se  réduira  identiquement  au  premier  membre  de  la  formule  (  1 1). 

Un  moyen  fort  simple  d'obtenir,  pour  des  valeurs  données  de  /,  A 
et  k,  les  coefficients 

30l         <*1>         ^j,  •••>         il  /i-2 

est  de  résoudre  l'équation  (9)  par  rapport  à  j  et  d'en  tirer,  pour 
chaque  valeur  de  /,  la  valeur  correspondante  dey.  Concevons,  par 
exemple,  qu'on  prenne  p  =  5.  Alors  7  sera  une  racine  primitive 


de  l'équation 


y/—  1      ou     —  \ —  1 
,r4  —  1 , 

tandis  que  /  désignera  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

x'*  =  1        (mod.5). 
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On  pourra  donc  prendre 

t  —  i 
cl  en  effet,  aux  valeurs 

O,       I,       2,       3 

de  l'exposant  i  correspondront  des  valeurs  essentiellement  distinctes 
et  non  équivalentes 

i,     2.     4>        8  =  3         (motl.5) 

de  la  puissance  2*.  D'ailleurs,  si  l'on  attribue  successivement  à  i  les 
valeurs 

1,  2,       3, 

les  valeurs  correspondantes  de 

i  —  2' =  2^         (mod.4) 
seront 

i  — 2  =  4,         i  —  4  =  2,         i  —  8=i  —  3  =  3        (mod.5) 

et,  par  suite,  on  trouvera,  pour  valeurs  correspondantes  de/, 

2,  I,      3. 

Cela  posé,  on  aura 

et  de   cette  dernière  formule,  jointe  aux  équations  (8)  et   (io),  on 
tirera  : 

Pour  h=  i ,  /•  =  i,  h  -h  k  =  2, 

R,  ,  _  2t3-h  tg=  t2-}- 2T3,        a0=o,         a,  =  o,         a,=  i,         a3— 2; 
Pour  h  —  i,  k  =  2,  h •+-  k  =  3, 

Ri, 2="-  ~5  +  T'  +  '9=  i  +  2t,         a0=i,         a,=  2,         a.2=o,         a3—  o; 
Pour  A  —  i,  /•  =  '),  A  -f-  k  =  6  =  2  (mod.  4), 
R3.3—  2-'j  +  t18  —  t'2-+-  2T,         a0=o,         a,  =  2,         as  =  i,        a3_o,         .... 


Il  serait  facile  d'exprimer  les  valeurs  des  constantes  positives 
a0,     &i,     a.,,     . . . ,     a/,--), 
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comprises  dans  les  formules  (10)  el  (  1 3  >,  en  fonction  dos  sommes  de 
la  forme 

En  effet,  si,  dans  la  formule  (i3\  on  prend  successivement  pour  m 
chacun  des  termes  de  la  suite 

o,     I,     2,     3,     ...,    p  —  2, 
on  en  tirera 

;i,,  -i—  a ,        +àj  -t-...-+  ji/,-0  =/?  — 2, 

a0+a,T       +;u:-         +.  .  .+  a,,-.?''-*     =  S(t,a+''*), 

(19)  '   a„+a,7-      ^a,T-  +...  +  ap.!î!"'-!)  =  S(T!li*+^)) 


a„-f-  a , t'-2 4-  a 2 7-  ''-2)  +  . . .  -+-  a^_îT<'-î»,  =  S(T^-ï'<M+^  ). 

Or,  comme,  en  désignant  par  h  une  quantité  entière  positive  ou  néga- 
tive, on  aura  généralement,  si  //  est  non  divisible  par  p  —  1, 

(20)  [  +  îa+tu  +  ...  +  t"'~!,'=o 
et,  si  //  est  divisible  par  p  —  i, 

(21)  I  —  -.''  -+-  72/<  -i-  .  .  .  +  ~'n-î;h  —p_Xf 

on  conclura  des  formules  (19),  respectivement   multipliées  par  les 
facteurs 

1  —     ni  !/n  —      p  —  ï'j  m 

'  »        •  ' 


,         .  .  .  , 


puis  combinées  entre  elles  par  voie  d'addition, 

,     x    i  (/'-i)a»=/'-2+rm8(T'"+/*) 
(22)    « 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

\  ( />  —  2)a,„  =  />  —  2  h-  7  >'  -  '"  S 1  t 

(23) 

(  ^.T(p-ï)«g(tJ!«+/i    )  _|_.  .  _  _:_  T'«  S(7/'--)"/'  ■ 

Ce  n'est  pas  tout.  Si,  en  attribuant  à  i  et  j  (\ru\  valeurs  correspon- 

QRuvrcs  de  C.  —  S.  I.  t.  III.  2  \ 
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dantes,  propres  à  vérifier  la  formule  (9),  on  a 

ili  -+-,//«  =  l        (  mod./;  —  1  ). 

/désignant  l'un  des  nombres 

o,     1,    2,    3,     ...,    p—  2 

«m  en  conclura,  non  seulement 

_,/,+-/£—-/ 

mais  aussi 

tih+jk=Li        (mod./;). 

Donc  la  formule  (10)  entraînera  la  suivante  : 

(24)  S(*'A+'*)  =  a0+  a,<  +  a2r2-H. . .+  a,,_2</'--        (mod./>) 

et  la  formule  (i3)  donnera  pareillement 

(25)  S{tim/l+J"l/c)  =  a0+  a,r"4-  a2/2'"  +  . . .+  a  ,,_2  *</'-*> '"         (mod./>). 

Si,  dans  cette  dernière,  on  prend  successivement  pour  m  chacun  des 
termes  de  la  suite. 

O,        f,        2,        3,         .  .  .,       (>  —  2,    . 

on  en  tirera 

1  a0+a,         +  a2  -t- . . .  -+-  ap_2  =/>  —  2 

i  a„-+-a,/       +  a2<2         +...  +  a;,.i<''-'!     =  S ( f 'A+--'7'" ) 

(26)  '^  a0+a,f8     -t-a,^         ■+-...+  »p^t^p-^=  S{tt(i/,+^)  (mod.p). 

y 

a„  -H  a,  i"~>  +  a,  <2c-2)  4- . . .  +  a,,,,  /("-2,ï  =  S ( ^f"~2) "*+'*>  ) 

Or,  comme,  en  désignant  par //  une  quantité  entière  positive  ou  néga- 
tive, on  aura  généralement,  si  //  est  non  divisible  par  p  —  1, 

(27)  1  + t''+ tih -+■...  + t'p--Ul~  a        (mod./o) 
et,  si  //  est  divisible  par  p  —  1, 

(28)  i-MA  +  *2/'-+-. .  .  +  (('>-*>'>  =  /)  —  1        (mod./>), 
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011  conclura  des  formules  (26),  respectivement  multipliées  par  les 
facteurs 

puis  combinées  entre  elles  par  voie  d'addition, 

i  (/>  —  i)a„,==/>  —  2  +  ^"'S(^/'^')  H-f-2/"  s  (*î(M  *■/*>)  4-... 

(29)  (  1110(1. />) 

I  +t-ù,-|"*S(/"-,)"*+''*') 

où,  ce  qui  revient  au  même, 

1  a„,=  2  —  i^i'-2  »>  %(tih+Jh)  —  t ■/' -  ■  "'  S(^"*+^)— ■  •  • 

(30)  »  (mou1./;). 
I               —v"  *(f'  -  cA+y*))  ' 

La  quantité  positive  am  devant  être,  en  vertu  de  la  formule  (n), 
inférieure  à  /;  —  2  pourra  être  aisément  déterminée  à  l'aide  de  la  for- 
mule (3o),  si  l'on  parvient  à  trouver  des  quantités  équivalentes,  suivant 
le  module  p,  à  des  sommes  de  la  forme 

S{tik+Jk)    on    s  (/"" ''+./ '»/.). 
Or  concevons  que,  dans  la  somme 

h  et  /•  se  réduisent,  comme  on  peut  toujours  le  supposer,  à  deux  termes 

de  la  suite 

o,      1,     2,     3,      ...,     p  —  2. 

Alors,  si  l'on  a 

(3i)  h-hk  =  o, 

ce  qui  suppose  h  =  0,  £  =  0,  on  trouvera  évidemment 

(32)  &(Tt*+J*)=p—  2, 

par  conséquent, 

(33)  S(*'A+y'*)  =  —  2  un.Ml./M 

et.  si  l'on  suppose 

(34)  h  ■+■  k:    p  —  1, 
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on  trouvera 

g  /  Tih+jk  )  =  S  (  zlJ~l)k)  =T  +  r+...  +  T' 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 

(35)  S(t«+'*)=-i, 

par  conséquent, 

g/^A+M)  =  S(fw,A)  =  «  -+-  r2  +  . . .  -h  tp-'-        (mod./j) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(  36  )  S  (  «**+■/*  )  =  —  i         (  mod.  p). 

Si  /,  _|_  k  est  renfermé  entre  les  limites  o,  p  —  i,  en  sorte  qu'on  ait 

(37)  /■>  —  '  >  ll  "+"  *  >  °> 
on  trouvera,  en  vertu  de  la  formule  (9), 

(38)  S(J'Wi)s8[»'*(i-  <*)*]        (mod./?) 

et  puisque,  pour  i  —  o,  on  aura 

1  —  «'=0, 

il  est  clair  que,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (38),  on  pourra 
étendre  la  sommation,  indiquée  par  le  signe  S,  ou  comme  dans  le 
premier  membre,  aux  seules  valeurs  de  i  comprises  dans  la  suite 

1,     2,     3,     ...,    p  —  2 
ou  bien  encore  à  toutes  les  valeurs  de  i  comprises  dans  la  suite 

O,        I,        2,        3,        ...,       p  —  2. 

D'ailleurs,  dans  cette  dernière  hypothèse,  on  aura,  en  vertu  des  for- 
mules (  27)  et  (37), 

S(*'A)  =  o,        S{t^^)  =  o,        •••>        S(f'<A+*>)  =  o        (mod./)); 

et,  par  suite,  après  le  développement  de 
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suivant  les  puissances  ascendantes  de  /',  le  second  membre  do  la  for- 
mule (38  )  se  composera  d'une  suite  de  ternies  dont  chacun  sera  équi- 
valent ii  zéro  suivant  le  module  p.  Doue  la  condition  ("Î7 )  entraînera 
l'équivalence 

(3g)  S(tih+Jk)  =  o         (mocr.jp). 

Supposons  enfin 

(4o)  h  +  k>p  —  \. 

Alors,  h  -+- k  étant  renfermé  entre  les  limites  p  —  i,  a(/>  —  1  >,  si  Ton 
pose 

(40  h  =  (p  —  i)-h,        k  —  (p-i)  -k, 

la  somme 

h  -t-k  =  2(/>  —  1)  —  (A  +  A-) 

sera  renfermée  entre  les  limites  o,  />  —  1,  de  manière  à  vérifier  la 
condition 

(42)  /»  —  i>h-+-k>o. 
Alors  aussi  on  aura 

S  (/'*■*■■'*)  =  S(t~ih-Jk)        (mod./>); 
puis,  en  posant 

(43)  j  —  i=\        (mod./>) 

OU,  ce  qui  revient  au  même. 

./'  =  *  +  if 
on  trouvera 

S(;'7'+>/')  =  S(<-lk/-<"h^k>)         (  iiiod.yo  j. 

D'ailleurs,  comme,  en  vertu  de  l'équivalence  I  ï  >  >•  la  formule  (9)  se 
réduit  à 

(44)  t  '    :  1  —  r-        i  mod.p) 
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on  trouvera  encore 

(45)  S(*"'-^*)  =  S[r-lk(i-M')h+k]        (niod./)). 

Dans  le  second  membre  de  la  formule  (45),  la  sommation  indiquée 
par  le  signe  S  doit  s'étendre  aux  diverses  valeurs  de  i'-  qui  permettent 
de  vérifier  la  condition  (  \\  ),  par  conséquent  aux  diverses  valeurs  de  i 
comprises  dans  la  suite 

O,       I;       2,       3,        /)  —  2, 

mais  distinctes  de  la  valeur 

i   5 

2 

pour  laquelle  il  ne  serait  plus  possible  de  vérifier  la  condition  (44)> 
réduite  à  la  forme  inadmissible 

l~'  =  o, 

ij  —  i  , 

et  comme,  pour  t  = »  on  aura  r=  —  i,  par  conséquent 

i-t-^'=o        {mod.p), 

il  en  resuite  que,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (45),  la  som- 
mation indiquée  par  le  signe  S  pourra  être  étendue  sans  inconvénient 

à  toutes  les  valeurs 

o,      I,     2,     3,      ...,     p  —  2 

de  l'exposant  i.  Or,  dans  cette  dernière  hypothèse,  en  développant 

(i  +  c-y^ 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  t\  puis  ayant  égard  aux  for- 
mules (27),'  (28)  et  (42)>  ""  tirera  de  l'équation  (45  )  ' 

S(/"'^*)  =  (/>-!)       ■•■'^•••■•(li  +  K>  (mod.o) 

'  (1.2 Il)  (1.2 k)  r/ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(46)  S(*'-*->*)  =  -lIM        (mod./>), 
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la  valeur  de  n,,k  étant 

,.a.3..    ..(h  +  k) 

{   I,    '  11l..k  = 


(  i  .  2 Il  )  (  i  .  2 k  ) 


Il  est  bon  d'observer  que  la  formule  (46),  dans  laquelle  //./"  et  h,k 
sont  liés  entre  eux  par  les  équations  (41),  s'étend  au  cas  même  où  la 

somme 

h  +  /, 

redeviendrait  intérieure  à  p  —  1  et  se  trouverait  comprise  entre  les 

limites 

o ,    p  —  1 . 

Alors,  en  effet,  comme  on  aurait 

(48)  h  +  k>/)-i 

et,  par  suite. 

1.2.3 (li  +  k)  =  o        (mod./?), 

l'équivalence  (  \~  )  donnerait  évidemment 

(  49  )  Hh.k  =  o 

et,  en  conséquence,  la  formule  (46)  se  trouverait  réduite  à   la  for- 
mule (39). 

Observons  encore  que  de  la  formule  (46),  jointe  aux  équations  (41)» 
on  tire  immédiatement 

(5o)  S (£'**"/*)  s -Hp-t^p-i-*         (mod./>). 

Dans   les  formules  qui  précèdent,  chacune  i\r>  Ici  tics  //,  /•  repré- 
sente l'un  des  nombres 

0,  1,     2,     3,     ...,    p  —  2 

et,  par  suite,  chacune  des  lettres  h,  k  représente  l'un  dv>  nombre 

1,  2,    3,    4,     •■.,    p  —  '- 

Pour  rendre  les  notations  facilement  applicables  an  cas  OÙ 

h,     k,     h,     k 
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représenteraient  des  quantités  entières  quelconques,  soit  positives, 
soit  négatives,  nous  désignerons  généralement  par 

ce  que  devient  le  rapport 

1.2.3 (li-t-k) 

(1.2 Ii)(i.a k) 

quand  on  y  remplace  les  quantités  entières 

h     ei     k 

par  les  deux  termes  qui,  dans  la  suite 

I,     2,     3,     4,     ...,     p  —  I, 

sont  équivalentes  à  ces  quantités,  suivant  le  module  p  —  i.  Cela  posé, 
la  formule  (5o),  étendue  à  des  valeurs  entières  quelconques  de  h  et 
de  k,  donnera  généralement,  si  h  -+-  k  n'est  pas  divisible  par/?  —  i, 

(5i)  S  (*«+./*)  =-n_A,_*        (moo>). 

Ajoutons  (pie,  si  />  -f- /•  devient  divisible  par  p  —  i,  la  formule  (5i) 

devra  être  remplacée,  ou  par  la  formule  (33),  on  par  la  formule  (30); 

savoir  :  par  la  formule  (33)  lorsque  p  —  i  divisera  séparément  h  et  k 

et  par  la  formule  (36)  dans  le  cas  contraire. 

Concevons  maintenant  que,  dans  les  formules  (33),  (3(3)  et  (5i), 

on  remplace 

h     par     mh         el         /.•     par     mk, 

m  étant  un  terme  de  la  suite 

O,        I,        2,        3,        .  .  .  ,       p  —  2. 

Alors  on  trouvera  :  i"  en  supposant  mh  el  mk  séparément  divisibles 
par  p  —  i , 

(02)  S(f","'/l+^-')=—  2        (mod./>) 

2°  en  supposant  que  /;  —  i  divise  la  somme 

m  (A  +  À-)  =  //;//  h-  />*/• 
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sans  diviser  ses  deux  parties  mh,  mk, 

(53)  S(f",</*+'*>)ss  —  i  (mod./>); 

3°  en  supposant  le  produit  m(h  -+-  k)  non  divisible  par/;  —  i, 

(54)  S(  *'»<"«+>*>  )=—n_,„  ,,,_,„*.        (mod./>). 

En  vertu  de  ces  dernières  équivalences,  la  formule  (3o)  donnera 

(o5)  (mod.D) 

I  +  n_.2/,._2/,/ 1-»>«  +  . . .+  n_(p_2i/,,_!p_2)^"' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(56)     a,„=  2  +  IIA,**'»4-njA,îAfI'»+...  .  +  n,H)4i(p.,)iii'1-1)"'         (mod./O, 

pourvu  que,  i  désignant  l'un  quelconque  des  nombres  entiers 

I,      2,      3,      ...,     />  —  2, 

on  ait  soin  de  remplacer  généralement  le  coefficient  tu",  savoir 

i°  par  l'unité,  quand  p  —  i  divisera  la  somme  des  produits  ih,  \k 
sans  diviser  chacun  d'eux  ;  2°  par  le  nombre  2  quand  />  —  i  divisera 
séparément  chacun  de  ces  produits. 

Lorsque,  à  l'aide  de  la  formule  (56),  on  aura  calculé  les  valeurs  de 

;,o,     <*|,     a,      .  .  . ,     8/1—2, 

correspondant  à  une  valeur  donnée  de  t  et  à  des  valeurs  de  h,  k  pour 

lesquelles  la  somme  h  -h  k  n'est  pas  divisible  par  p  —  i,  alors,  pour 

obtenir  la  valeur  de 

Ra,a> 

il  suffira  de  recourir  à  l'équation  (  12). 

Pour  montrer  une  application  de  la  formule  (50),  considérons  en 
particulier  le  cas  où  l'on  aurait 

/>  =  5. 
Alors,  si  l'on  suppose,  comme  on  peut  le  faire,  t  =  2,  la  formule  (  56  ) 

OEuvres  île  C.  —  S.  I.  t.  III.  ■'■  5 
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donnera 

a„,  =  •>.  4-  n/(.,  ■?.'"  +  IL,,,, y, 2tm  +  n,,,.,* a3'"        (  mod.5 ). 

Si  d'ailleurs  on  prend 

A  =  i ,       A  =  i , 
on  trouvera 

affl  =  2  +  ni,l2»l  +  ni,!2!'»  +  n!„,2!'»         (mod.5) 

ou  plutôt 

a,„=  2  -+-  n,, ,?/"-+-  22"'+  n3.:t2:i'"         (mod.5) 

en  remplaçant,  comme  on  doit  le  faire, 

IL2 
par  l'unité,  attendu  que  p  —  i  =  4  divise  la  somme 

2  -+-  2 

des  indices  placés  ici  au  bas  de  la  lettre  II  sans  diviser  séparément 
chacun  d'eux.  Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (47)» 

1.2 

et,  en  vertu  de  la  formule  (4<)). 

n3,3=o, 

on  trouvera  définitivement,  dans  l'hypothèse  admise, 

a,„  =  2 +  2",+,+ 22'"        (mod.5), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

a,„  =  2  h-  (— i )"'-+-  2"'+1         (mod.5), 

puis  on  conclura  :  i°  pour  des  valeurs  paires  de  m, 

a„,  =  —  2  +  2"'-+-1; 

2°  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

a„,  =  i  +2»,+1 
et,  par  suite, 

a0=o,        a,=  5  =  o,        a2=6  =  i,        a3=i7  =  2        (mod.5). 
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Donc,  puisque  chacun  tics  coefficients 

Un,     ;i|,     a2,     83 

doit  être  nul  ou  positif  et  ne  peut  surpasser/)  —  2  =  >,  on  aura  néces- 
sairement 

a0=o,         a,  =  o,         a,=  i,         as=2. 

Cela  posé,  la  formule  (12)  donnera 

On  se  trouve  donc  ainsi  ramène  à  l'une  des  formules  que  nous  avions 
déduites  directement  de  la  formule  (8). 

On  pourrait  remarquer  que  l'unité,  par  laquelle  nous  avons  rem- 
placé le  coefficient 

II.,  9  =   ; ; =  6, 

2,2  (1.2)  (1.2) 

est  équivalente  à  ce  coefficient  suivant  le  module  5.  .Mais  on  se  trom- 
perait si  l'on  supposait  que,  dans  le  cas  où  p  —  1  divise  h  -+-  k  sans 
diviser  h  et  k,  on  a  toujours 

nhk=i         (mod.yo). 
Effectivement,  en  prenant  comme  ci-dessus p=  ">,  on  trouvera 

En  général,  si  /;  —  1  divise  h  +  k  sans  diviser  h  et  k,  alors  h  el  k, 
étant  réduits  chacun  à  l'un  des  nombres 

1,     •.>.,     3,     ...,     p  —  2, 
fourniront  une  somme  précisément  égale  ;i  p  —  I,  en  sorte  qu'on  aura 

li  -h  k  =  p  —  1  =  —  1         (  mod.p  ), 
k  =  —  li  —  1        {mod.p), 
et,  par  suite, 

(k  +  0  (k  -+-  2). .  .(k  ■+■  h)  =  (—  i)h  1 . 2 . 3 h. 
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Or,  on  tire  de  cette  dernière  formule 

( k  ■+-  i ) ( k  -+- 2 ) . . . ( k -+-  h)  _        1.2.3 (k  +  h) 


(-.)»  = 


1.2 I)  (1.2 Il)  (I  .2 R) 

par  conséquent 

(57)  nh.k=(— Oh        (mod.p); 

ei   il  résulte  évidemment  de   l'équivalence    (07)  que,  dans  la  for- 
mule (56),  on  peut  laisser  à  /"",  pour  coefficient,  l'expression 

n„,;k, 

lors  même  que  p —  1  divise  la  somme  th  -+-  tk,  sans  diviser  th  et  tk, 
pourvu  que  th  et  '.k  offrent  des  valeurs  paires. 

Une  conséquence  importante  à  laquelle  on  se  trouve  immédiatement 
conduit  par  la  seule  inspection  des  formules  (8)  et  (5i),  c'est  que, 
dans  le  cas  où  la  somme  h -h  k  n'est  pas  divisible  par  p—i,  l'ex- 
pression 

n_„,_k 

équivaut,  au  signe  près,  à  ce  que  devient  la  fonction  entière  de  t 
représentée  par 

R*,/. , 

quand  on  y  remplace  une  racine  primitive  ~  de  l'équation 

par  une  racine  primitive  /  de  l'équivalence 

xp-i  =  [         (mod./>). 

Celle  dernière  racine  t  doit  d'ailleurs  coïncider  avec  celle  que  renferme 
la  formule  (9). 

Lorsqu'on  veut  appliquer  à  des  cas  particuliers  les  formules  ci- 
dessus  établies,  toute  la  difficulté  se  réduit  à  trouver,  pour  des  valeurs 
de  h  et  de  k  positives,  mais  inférieures  au  module  p,  des  quantités 
équivalentes  aux  expressions  de  la  forme 

U  1-2.3 (  h  -4-  k  ) 

"'k      (1.2 h  )  (1 . 2 k  )  ' 
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c'est-à-dire  aux  coefficients  numériques  que  renferme  le  développe- 
ment de  la  puissance 

(i  +  Oh+k 

du  binôme  i  -ht.  Le  calcul  direct  de  ces  coefficients  devient  assez. 
pénible  lorsque  le  nombre  /  acquiert  une  valeur  considérable.  Mais 
alors  même  des  quantités  équivalentes  à  ces  coefficients,  suivant  le 
module  p,  peuvent  être  assez  facilement  obtenues  par  l'une  des  mé- 
thodes que  nous  allons  indiquer. 

D'abord,  si.  en  désignant  par  /  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

tp-l==i         {mod.p), 

on  nomme  indices-  des  nombres  entiers 

I,      2,      3,     4, 

les  diverses  valeurs  de  l'exposant  i,  pour  lesquelles  la  puissance  /' 
deviendra  successivement  équivalente  à  ces  nombres  entiers  suivant 
le  module/;,  il  est  clair,  d'une  part,  que  deux  nombres  seront  équiva- 
lents, suivant  le  module  p,  quand  leurs  indices  seront,  ou  égaux,  ou 
équivalents  suivant  le  module/;—  i,  d'autre  part  que  l'indice  d'un 
produit  sera  équivalent  à  la  somme  des  indices  de  ses  facteurs  et 
l'indice  d'un  rapport  à  la  différence  des  indices  de  ses  deux  termes. 
Cela  posé,  si,  en  se  bornant  à  considérer  des  nombres  entiers  et  des 
indices  plus  petits  que  la  limite  p,  on  construit  deux  Tables  qui 
offrent  le  nombre  correspondant  à  chaque  indice  et  l'indice  corres- 
pondant à  chaque  nombre,  l'addition  successive  des  indices  placés  à 
la  suite  les  uns  des  autres  dans  la  seconde  Table  fournira  les  indices 
des  produits 

1.2,        I  .?.  .3,        I  .2.3./(, 

et  dès  lors  il  deviendra  facile  de  calculer  l'indice  du  rapport 

_       1.2.3 (h-i-k) 

"k~  (1.2 h)(t.2 k)' 

par  conséquent  une  quantité  qui  soit  équivalente  à  ce  rapport  suivant 
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le  module/».  M.  Jacobi  ayant  effectivement  construit  les  Tables  dont 

nous  venons  de  parler  pour  toute  valeur  de  p  inférieure  à  iooo,  il  en 

résulte  que,  pour  une  semblable  valeur,  on  obtiendra  sans  peine  un 

nombre  équivalent  à  II,,  k  suivant  le  module  p. 

Il  est  bon  d'observer  qu'au  lieu  de  réduire  chaque  indice  à  l'un  des 

nombres 

o,     i,     2,     3,     ...,    p  —  2, 

on  pourrait  le  réduire  à  l'une  des  quantités 

/>  —  i  p  —  3  p  —  3        p  —  i 

—    ' >        —   £— ,        -..,        —  2,       —I,       O,        I,        2,        ..., ,        !■ 


Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

Alors   en   prenant,   comme   on  peut  le  faire,  t  =  io,  on  reconnaîtra 
qu'aux  nombres 

i,     2,     3.     [\.     5,     6,     7,     8,     9,      io,      ii,      12,      i3,      i4,      i5,      16 
correspondent  les  indices 

0,  io,     h,     4,     7,     5,     9,     i4,     6,     i,     i3,     i5,     12,     3,     2,     8 
ou 

o,     —6,     —5,     4,     7,     5,     —7,     —2,     6,     j,     —3,     —1,     —4,     3,     2,     8. 

Or  les  sommes  formées  par  l'addition  successive  de  ces  indices  seront 
équivalentes,  suivant  le  module  i<>\  aux  quantités 

o,     —6,     5,     —7,     o,     5,     —2,     —4,     2,     3,     o,     —1,     —5,     —2,     o,     8. 

Donc  ces  dernières  quantités  représenteront  les  indices  des  produits 

de  la  forme 

1.2.3.4 h, 

pour  les  valeurs  de  h  représentées  par  les  nombres 

1,  2,     3,     4,     '),     6,     7,     8,     9,      10,      11,      12.      i3,      i4,     i5,      16. 
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Ainsi,  en  particulier,  quatre  de  ces  produits  correspondront  à  l'indice  o 
et  seront,  en  conséquence,  équivalents  à  l'unité  suivant  le  module  17; 
tandis  qu'un  seul  produit,  ayant  8  pour  indice,  sera  équivalent  à  16  ou 
à  —  1,  suivant  ce  même  module.  Les  quatre  produits  équivalents  à  -h  1 
seront  ceux  qu'on  obtiendra  en  prenant  pour  h  un  des  nombres 

i ,     5,      11,      1 5 
et  se  réduiront  à 

r ,     1.2.3.4.5, 

1.2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11,     1. 2. 3. 4-5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. i3. 14. 1 5, 

tandis  que  le  seul  produit,  équivalent  à  —  1,  sera,  conformément  à  un 
théorème  connu,  le  produit  de  tous  les  nombres  entiers  positifs  infé- 
rieurs au  module  17,  savoir: 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.(2.13.14.15.16. 
Il  sera  maintenant  facile  de  calculer  les  valeurs  de 

nM 

correspondant  à  la  valeur  17  du  module  p  et  à  des  valeurs  données 
de  h,  k.  Ainsi,  par  exemple,  en  posant 

h  =  4,        k  =  4,        b  +  k  =  8, 

on  trouvera  pour  indice  des  produits 

1.2.3.4,     1.2.3.4.5.6.7.8 


les  quantités 

Donc  l'indice  du  rapport 


7.    -4- 


_  1.2.3.4.5.6.7.) 

H|p.k 


(1.2. 3.4)(i.2.3.4) 
sera 

—  4-t-7-+-7  =  io  =  —  6         (mod.  ifii, 

cl,  en  conséquence,  ce  rapport  sera  équivalent,  suivant  le  module  17. 
au  nombre  2.  Pareillement,  si  l'on  prend 

/>  =  2,        A  =6,        /*-+-*  =  8, 
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on  trouvera  pour  indices  des  produits 

1.2,     1.2.3.4-5.6,     1.2.3.4.5.6.7.8 

les  quantités 

—  6,    5,     —4. 

Donc  l'indice  du  rapport 

1 .2.3.4.5.6.7.8 


M      (1.2)0.2.3.4.5.6) 
sera 

—  4  +  6  —  5  =  —  3, 

et,  en  conséquence,  ce  rapport  sera  équivalent,  suivant  le  module  17, 
au  nombre  1 1  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  quantité  négative  —  6. 

Au  reste,  sans  recourir  aux  Tables  qui  fournissent,  pour  chaque 
module,  l'indice  correspondant  à  un  nombre  ou  le  nombre  correspon- 
dant à  un  indice  donné,  on  pourrait,  à  l'aide  de  simples  additions  et 
soustractions,  obtenir  facilement  des  quantités  équivalentes  aux  di- 
verses valeurs  de  IJhk,  c'est-à-dire  aux  nombres  figurés  des  divers 
ordres.  En  effet,  d'après  les  propriétés  bien  connues  de  ces  nombres, 
on  peut  les  déduire  par  addition  les  uns  des  autres  en  formant  ce 
qu'on  appelle  le  triangle  arithmétique  de  Pascal.  Il  suffira  donc,  pour 
arriver  au  but  qu'on  se  propose,  de  calculer  quelques-uns  des  termes 
que  doit  renfermer  le  triangle  Arithmétique  en  réduisant  chacun  d'eux 
à  un  nombre  inférieur  au  module  donné  ou  à  une  quantité  dont  la 
valeur  numérique  ne  surpasse  pas  la  moitié  de  ce  module.  Entrons  à 
ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Supposons  les  deux  nombres  h,  k  inférieurs  au  module  p  ou  même 
l\ p  —  1.  11  suif  évidemment  de  la  formule  (47)  que  les  valeurs  de 

seront  respectivement  égales  aux  produits  du  rapport 

1.2.3 ( h  -h k  —  1) 

LO-a (h-i)][0-s (k-i)l 

par  les  trois  nombres 


>     ï"  ' 


hk         k       h 
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Or,  comme  le  premier  de  ces  trois  nombres  esl  précisément  la  somme 
des  deux  autres,  nous  devons  en  conclure  qu'on  aura 

(58)  IIi,.k=Hh-,.k-+-IIia__I. 

De  [dus,  il  est  clair  qu'on  aura,  en  vertu  de  la  formule  i  ]~  >,  non  seu- 
lement 

(59)  llhik  =  Ilu„ 

mais  encore 

(60)  nM  =  h-hi.      n,.k=k  +  i. 

Cela  posé,  imaginons  nue  Table,  analogue  à  la  Table  de  Pythagore, 
dans  laquelle  la  première  ligne  verticale  et  la  première  ligne  horizon- 
tale renferment  les  valeurs  de  h,  k  positives  et  inférieures  à/>  ou  même 
ii  p  —  1,  c'est-à-dire  les  nombres 

I,     2,     3,     4,      ...,     p  —  2, 

et  concevons  que,  dans  la  case  correspondant  à  des  valeurs  données 
de  h,  k,  on  place  une  quantité,  non  seulement  équivalente  à  llhk,  sui- 
vant le  module  /;,  mais,  de  plus,  renfermée  entre  les  limites  —  —>-(-—■ 

Il  résulte  des  formules  (60)  que,  dans  la  Table  dont  il  s'agit,  chaque 
terme  de  la  seconde  ligne  horizontale  OU  verticale  sera  équivalent  au 
terme  correspondant  de  la  première  ligne  augmenté  de  l'unité,  et  de  la 
formule  (  58  )  que,  dans  chacune  des  autres  lignes  horizontales  et  ver- 
ticales, un  terme  quelconque  sera  équivalent  à  la  somme  des  deux 
terme-,  antérieur  et  supérieur,  c'est-à-dire  des  deux  termes  qui  le  pré- 
cèdent immédiatement,  l'un  dans  la  même  ligne  horizontale,  l'autre 
dans  la  même  ligne  verticale.  Or,  ces  remarques  fournissent  un  moyen 
très  simple  de  construire  la  Table  que  nous  venons  d'imaginer  et  qui, 
dans  le  cas  où  l'on  suppose  p  =  17,  se  réduit  à  la  suivante  : 


OEuvret  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  ''' 
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Quantité*  équivalentes  aux  nombres  figurés  suivant  le  module  p  =  i; 


' 

2 

3 

i 

:') 

(') 

/ 

8 

<l 

10 

1 1 

12 

i3 

il 

■  5 

iG 

' 

2 

3 

4 

5 

•  '. 

7 

8 

—8 

—7 

—6 

— 5 

* 

— 3 

—  2 

—  i 

o 

•1 

i 

6 

J 

—  2 

4 

—6 

2 

-6 

4 

—  2 

—7 

G 

3 

I 

0 

3 

4 

-; 

3 

I 

5 

—  i 

1 

— 5 

—  i 

— 3 

7 

-4 

—  i 

O 

4 

5 

—  2 

î 

2 

: 

6 

7 

'2 

i 

2 

"> 

i 

o 

5 

6 

4 

5 

7 

— 3 

3 

7 

— 5 

-4 

—6 

—  i 

0 

fi 

7 

-6 

- 

(i 

3 

(3 

—  i 

-6 

7 

■ 

o 

7 

8 

2 

> 

/ 

—7 

—  i 

— -2 

—  8 

—  i 

o 

8 

—  S 

—G 

-5 

2 

—  > 

—6 

— S 

i 

o 

<) 

"1 

i 

—  i 

I 

-  i 

7 

—  I 

o 

ICI 

—6 
— 5 

—  2 

-3 

— 2 

— <; 

' 

0 

■ 

1 1 

/ 

7 

5 

-' 

O 

ii 

—4 

li 

—4 

1 

o 

i3 

-3 

3 

i 

o 

i4 

— '2 

î 

o 

î  ') 

—  1 

o 

ifi 

0 

Dans  la  Table  précédente,  ou  sYsl  dispensé  d'écrire  les  quantités 
auxquelles  IIhk  devient  équivalent,  lorsque  la  somme  h  -+-  k  est  ren- 
fermée entre  les  limites/»,  z(p  —  i);  attendu  que  ees  quantités,  en 
vertu  de  la  formule  (  {9),  se  réduisent  toutes  à  zéro,  comme  celles  qui 
correspondent  au  cas  où  Ton  a 

h  4-  k  =p. 

Ouant  à  celles  qui  répondent  au  cas  où  l'on  a 

h  -hk=p  —  1, 
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elles  se  réduisent  alternativeriienl ,  en  vertu  de  la  formule  <  '17  »,  à  -+- 1 
ou  à  —  1,  selon  que  li  esl  pair  ou  impair,  el  occupenl  les  cases  situées 
sur  l'une  des  diagonales  de  la  Table.  Les  cases  situées  sur  l'autre  dia- 
gonale renfermenl  les  quantités 

2,    6,     3,     1,     —  3, 


6, 


qui  représentenl  les  valeurs  de 


n„ 


correspondant  aux  valeurs 

1,     2,     3,     4,     5,    6,     7,     8 

du  nombre  h;  et,  dans  les  cases  symétriquement  placées  à  l'égard  de 
eetle  autre  diagonale,  on  trouve  des  quantités  ^Ux\\\  à  deux  égales  entre 
elles,  conformément  à  l'équation  ("><)).  Ajoutons  que  les  quantités 
écrites  dans  la  partie  du  Tableau  comprise  entre  la  première  ligne 
horizontale,  la  première  ligne  verticale  et  la  première  diagonale,  sont 
encore,  dans  chaque  ligne  horizontale  ou  verticale,  égales  deux  à 
deux,  au  signe  près,  à  distances  égales  des  extrémités  de  chaque  ligne. 
Or,  c'est  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir.  Car  si  l'on  nomme 

I),    k,     I 

trois  quantités  entières,  non  divisibles  par  p  —  1  et  choisies  de  ma- 
nière ;i  vérifier  la  formule 

(6j)  h  +  k  +  i—  p^} 

ou  même,  plus  généralement,  de  manière  ii  vérifier  l'équivalence 

(62)  liT-k-r-l  =  o        (mod./j  —  1), 

on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (  1  1, 

en.k=«_,=(-i)'  n 

et.  par  suite, 


.,  ©h  ©k 

RM=  75 =(—  0 


01 

0„0k0, 


Or,  celle  dernière  équation  devant   subsister,   ainsi    que   la    \'<>v 


mule  ((h)  ou  (O2),  lorsqu'on  échange  entre  eux  les  nombres 

h,    k,    1, 
on  en  conclura 

(63)  ^Mi  =  (_l)hRkl=(_l)kRlh=(_l)iRM*< 

On  aura  donc,  dans  l'hypothèse  admise, 

(64)  (-i)"Rk,1==(-l)kR,.„=(-')1Hh.k; 
et,  on  remplaçant  t  par  /.  on  trouvera 

(65)  (_,)i«nki,=(-i)knlihs(-i)inhfk      (mod.p). 

On  tirera  d'ailleurs  de  la  formule  (<>5) 

nh>1=  (-  Ol-knh,k=  (-i)"IIM        (mod./>) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(66)  nh)/^1_h_k=(— i)hnh>11        (mod.jo). 

Il  serait  au  reste  facile  de  déduire  directement  la  formule  ((56) 
de  l'équation  (47).  par  un  calcul  semblable  à  celui  qui  nous  a  con- 
duits à  la  formule  (57). 

Les  formules  (49)»  (^7),  (58),  (5g),  (60),  (66)  offrent  le  moyen 
de  simplifier  la  recherche  des  quantités  équivalentes  à  IIh  k,  et  la  con- 
struction de  la  Table  qui  les  renferme;  et  d'abord  il  résulte  des  for- 
mules (](j),  (57)  qu'on  pourra  se  borner  à  calcule]',  dans  cette  Table, 
les  termes  correspondant  à  des  valeurs  de  b,  k,  pour  lesquelles  on 
aura 

(67)  h  +  k  </>  —  t. 

De  plu>,  eu  égard  à  la  formule  (■">{))»  on  pourra  supposer  que  h  est 
le  plus  petit  des  deux  nombres  b,  k, 'lorsque  ces  deux  nombres  de- 
viennent inégaux;  et,  en  admettant  cette  supposition,  on  tirera  de  la 
formule  (  67  1 

(68)  h<lLzl. 
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Ce  n'est  pas  tout  :  en  vertu  de  la  formule  (  66  |,  on  pourra  se  borner 
;»  calculer  celles  des  quantités  équivalentes  à  lihk  pour  lesquelles  <>n  a 


par  conséquent, 

(69) 

et,  de  la  condition 


k    p  —  1  —  h  —  k, 

k     2" ' 

h  1  k, 


combinée  avec  la  formule  (69  l,  on  tirera 
(70) 


I.    ^ 


On  pourra  donc,  dans  la  Table  ci-dessus  mentionnée,  conserver 
seulement  la  première  ligne  horizontale  et  la  première  Ligne  verticale, 
avec  les  cases  correspondant  aux  valeurs  de  h,  comprises  entre  le> 
limites 


h  =  i, 


_  P  —  ' 


ou 


p  -  2 


et  aux  valeurs  de  k,  renfermées  entre  les  limites 

k=l-'-h 


k  =  h, 


ou 


Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  suppose  />  =  i",  la  Table  dont  il  s'agit 
pourra  être  réduite  à  la  suivante  : 

Quantités  équivalentes  aux  nombres  figurés  tuwant  le  module  \~. 


— 

1 

a 

! 

i 

1 
6 

6 

- 

■>. 

3 

i 

') 

7 

8 

2 

6 

— 2 

i 

6 

•2 

3 

1 

1 

1 

—  1 

i 

•i 

7 

6 

1 

—3 
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Pour  construire  cette  dernière  Table,  il  suffit  de  placer  dans  la  pre- 
mière ligne  verticale  les  valeurs  de  h  inférieures  à 

p  —  i       K       i 
savoir 

I,      2,      3,      4,      °> 

cl  dans  la  première  ligne  horizontale,  les  valeurs  de  k  inférieures  à 

2 

savoir 

i,     2,     3,     4,     5,     6,     7; 

puis  de  remplir,  pour  chaque  valeur  de  h,  les  cases  correspondant 
aux  valeurs  de  k  comprises  entre  les  limites 


h,     L~ 


en  opérant  comme  il  suit  : 
Pour  obtenir  les  termes 


3,     3,     4,     5,     6,     7,     8 

qui  devront  composer  la  deuxième  ligne  horizontale,  on  ajoutera 
l'unité  aux  termes  correspondants  de  la  première  ligne.  De  plus, 
comme  des  formules  (  58)  et  (5g)  on  tire 

(711  n,,,i,=  2iii1_1,i1, 

il  est  clair  que,  dans  chacune  des  ligues  horizontales  qui  suivront  la 
deuxième,  le  premier  terme  conservé  devra  être  équivalent,  suivant  le 
module  17,  au  double  du  terme  immédiatement  supérieur,  et  chacun 
des  autres  termes  conserves  à  la  somme  faite  des  deux  termes  places 
en  avant  et  au-dessus  de  celui  que  l'on  considère. 

En  opérant  de  celle  manière,  on  trouvera  pour  termes  de  la  troisième 
ligue  horizontale,  les  quantités 

6  =  2.3,  -7=6  +  4,  -2—  —7  +  5,  4  =  —24-6, 

—  6=4-1-7,  2=.  —  6  -+-8; 
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pour  termes  de  la  quatrième  ligne,  le>  quantités 

3  =  2( — 7),         1  =  3  —  2,         5  =  1  =  4»         — 1  =  5  —  6; 

pour  termes  de  la  cinquième  ligne,  les  quantités 

2  =  2.1,         7=2-1-5,         6  =  7  —  1; 

enfin,  pour  terme  unique  de  la  sixième  ligne  horizontale,  la  quantité 

—  3  se  2.7         ( nicnl.  17). 

A  la  seule  inspection  de  la  Table  construite  comme  on  vient  de  le 
dire,  on  obtiendra  immédiatement  les  quantités  équivalentes  à  IIM, 
pour  des  valeurs  de  h  et  de  k  non  situées  hors  des  limites 

(72)  ll  =  I,  \x=>——  ;  k  =  h,  k=i ; 

et  l'on  trouvera,  par  exemple,  en  supposant  toujours  p  =  17, 
n4.4=2,        nM=  —  6        (mod,  17). 

Si  les  valeurs  de  h,  k,  n'étant  plus  situées  entre  les  limites  (72), 
étaient  néanmoins  des  valeurs  positives  propres  ;i  vérifier  encore  la 
condition  (67),  on  devrait  joindre  à  la  Table  construite  les  f'or- 
mules  (  H)  )  et  ((36).  On  trouverait  ainsi,  par  exemple, 

n68=        11,,,=        Jl2l=        6 

(mod.  17). 

n77=— n7ï=-n,7=— 2 

Enfin,  si  les  quantités  h,  k  acquéraient  dr>  valeurs  quelconques 
positives  ou  négatives,  mais  non  divisibles  par  p  —  1,  on  devrait  d'abord 
les  réduire,  par  l'addition  ou  la  soustraction  de  />  —  1  ou  de  ses  mul- 
tiples, ii  des  quantités  positives,  mais  inférieures  à  />  —  1,  puis,  après 
celle  réduction,  on  aurait  recours  soit  ii  la  formule  (49)»  soit  à  la 
formule  |  37),  soit  à  la  Table  construite  et  aux  formules  (  "><)),  M>(i  ), 
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suivant  que  la  somme  h  +  k  serait  supérieure,  égale  ou  inférieure  au 
nombre  p  —  i. 

Il  est  inutile  de  s'occuper  du  cas  où  l'une  "les  quantités  h,  k  cl,  par 
suite,  Tune  des  quantités  />.  /'  deviendrait  divisible  par/>,  attendu  que, 
dans  celte  hypothèse,  on  n'a  plus  besoin  de  recourir  à  la  formule  (  ">(}) 
pour  déterminer  la  valeur  de  \\kM  qui,  en  vertu  de  l'équation  (5),  se 
réduit  à  —  i . 

Un  moyen  tort  simple  de  prévenir  et  de  reconnaître  les  erreurs  qui 
pourraient  se  glisser  dans  la  construction  de  la  Table  ci-dessus  men- 
tionnée, consiste  à  introduire  dans  chaque  ligne  horizontale  un  terme 
de  plus.  Effectivement,  en  vertu  de  la  formule  (<j0),  si  Ton  fait  entrer 
un  nouveau  terme  dans  i\nv  ligne  horizontale  correspondant  à  une 
valeur  donnée  de  //,  ce  nouveau  ternie  devra  être  égal  au  terme  précé- 
dent, pris  en  signe  contraire,  ou  à  Pavant-dernier  terme  de  la  même 
ligne,  suivant  que  la  valeur  de  h  sera  un  nombre  impair  ou  un  nombre 
pair.  Donc  si,  au  moment  où  l'on  parvient  à  l'extrémité  d'une  ligne 
horizontale,  il  arrivait  que  la  condition  dont  nous  venons  de  parler  ne 
lut  pas  remplie,  on  devrait  recommencer  le  calcul  des  termes  compris 
dans  celte  ligne.  En  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  et  supposant 
par  exemple  «=-.17,  on  obtiendra,  au  lieu  de  la  fable  trouvée  plus 
liant,  celle  que  nous  allons  transcrire  : 

Quantités  équivalentes  aux  nombres  figurés  suivant  le  module   17. 


' 

■}. 

3 

1 

?\ 

:j 

6 

7 

S 

- 

•> 

3 

> 

6 

7 

8 

—8 

2 

6 

3 

—  ■). 

i 

6 

■2 

(i 

i 

1 

") 

—  1 

1 

i 

2 

y 

6 

7 

") 

—  3 

i 

Si  l'on  supposait  au  contraire  p  =  19  ou  p  =  29,  on  obtiendrait  les 
Tableaux  suivants  : 
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Quantités  équivalentes  aux  nombres  figurés  suivant  le  module  19. 


1 

2 

3 

4 

> 

6 

7 

8 

9 

' 

•2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

—9 

2 

6 

—9 

—  4 

2 

9 

—  2 

7 

— 2 

3 

1 

—  3 

—  1 

8 

6 

-6 

4 

-6 

7 

1 

: 

1 

') 

5 

fi 

-6 

6 

—  7 

Quantités  équivalentes  aux  nombres  figurés  suivant  le  module  29 


1 

2 

3 

4 

5 

fi 

7 

8 

9 

10 

1  1 

[2 

1  ! 

'4 

I 

2 

3 

> 

5 

6 

7 

s 

9 

10 

I  1 

1 2 

1   > 

'4 

14 

2 

6 

lu 
—9 

'  i 

— 8 

- 

7 

1  3 

—  3 

8 

9 

i 

—  1 1 

4 

3 

6 

— 2 

—  3 

4 

—  9 

— 12 

-  4 

-i3 

—  9 

9 

4 

12 

10 

7 

1 1 

2 

—  10 

'  1 

> 

—7 

2 

") 

—9 

— 2 

9 

1 1 

1 

— 13 

—  1 1 

1  I 

fi 

j 

1 

— 13 

—  1 2 

4 

—  7 

i 

7 

10 

i 

'4 

—  1 1 

1 1 

s 

1; 

8 

—  3 

8 

9 

1  3 

i3 

Lorsque,  dans  la  formule  (56),  on  substitue  les  quantités  équiva- 
lentes à 

11//./.»       ^lh,tki        ■■■■>       "(p     2)A,(p_2)A> 


déterminées  par  l'une  des  méthodes  que  nous  venons  d'exposer,  on 
obtient  une  valeur  de  a„,  qui  dépend  évidemmenl  <\r  la  valeur  attribuée 
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ii  /.  Or,  /  désignant  une  des  racines  primitives  de  l'équation 

iT/'-'eeei        (mod.  je), 
si  l'on  |)ds)' 

-.  étant  un  nombre  premier  à />  —  i ,  /'  sera  une  autre  racine  primitive  de 
la  même  équivalence;  et  comme,  dans  0/,,  le  coefficient  de 

eiim=d'"" 

sera 

il  esl  clair  que,  remplacer  dans  0A,  /  par  /',  revient  à  y  remplacer  r:h 
par  t'7'.  Donc,  substituer  à  la  racine  primitive  /  la  racine  primitive 
t'  =  t\  c'est,  en  d'autres  termes,  transformer  0/,  en  0lA,  par  conséquent 
0/,  en  0,/,,  et 

u         -   &*&* 

en 

'»;/«.'./. 7T 

Ainsi,  par  exemple,  comme,  en  prenant/)  =  5  et 

^  =  2, 

on  trouve 

Rl,l  =  T2+2T3,  R3,3=-i+27, 

si  l'on  prend,  au  contraire, 

t  =  3  =  >'         (  mod.  5), 
on  trouvera 

lîlil  =  TS+2T9=Ts4-2T,  R3),  =  T6-t-2T3=TS4-  2T». 

Donc,  substituer  à  la  racine  primitive  2  la  racine  primitive 

3    =  23        (mod.  5  i, 
ce  sera  transformer 

Ri,i     en     R3)3 
et  réciproquement 

R3,a         en  R9.=  R,1. 
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Les  diverses  formules  obtenues  dans  cette  Note  se  rapportent  au  cas 
où  la  valeur  de  0/(  est  donnée  par  l'équation  (i).  Si,  en  désignanl  par  n 
un  diviseur  dep  —  i,  et  posant 

(;3)  p  —  \  =  nns, 

on  nom  niait 

p,     r 

des  racines  primitives  «les  formules 

u?"=i         et        #"=i         (mo<l./>), 

on  pourrait  prendre 

p-=xa,        r  =  F3        (mod.  p). 

Alors,  en  remplaçant 

/i     par     ttj/i,         /.•     par     ct/., 
puis  écrivant,  pour  abréger, 

t)/,       au  lieu  de     0ct/m 

Ra,A  »  RroA,nA> 

Ha,*  »  Ilrr  /,.-/,» 

on  obtiendrait,  à  la  place  des  formules  trouvées  dans  cette  Note,  des 
formules  analogues  obtenues  dans  le  Mémoire.  Ainsi,  en  particulier, 
la  valeur  de  0/,  serait  généralement  fournie,  non  plus  par  l'équation  (i), 
mais  par  la  suivante 

(7i  )  <•)/,  =  0  +  p*  0e  4-  o->>  f/l  +  .  .  .  +  rjn-vh  Qtr->f 

iM  l'on  aurait  :  i"  en  supposant  //  divisible  par  n, 

(75)  0A=eo  =  -i; 
2°  en  supposant  A  non  divisible  par  // , 

(76)  <•>/,<•>   *  =  (  —  1  )»*/»■ 
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De  plus,  en  posant  toujours 

O/,  (")/,  =  R/i,A0/i+A-, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/       »  R       -0*0* 

on  trouverait  :  i"  pour  des  valeurs  de  h  ou  de  k  divisibles  par  n, 

(-8)  Ra,*  =  — "ï 

20  pour  des  valeurs  de  //  non  divisibles  par  n, 

(79)  Ra,-a=-(-0gt/7>; 

3°  pour  des  valeurs  de  h,  de  k  et  de  h  -+-  k,  non  divisibles  par  n, 

(80)  Ra,*R-a  ,-k=P- 

Ajoutons  que,  si  h  +-  k  n'est  pas  divisible  par  n,  l'on  aura 

(8.)  Ra,'*=8(P'^*), 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i  comprises  dans  la  suite 

I,     2,     3,     ...,    p  —  i, 

et  les  valeurs  correspondantes  de  i,  j  étant  choisies  de  manière  à  véri- 
fier la  condition  (()),  c'est-à-dire  la  formule 

tl-+-tJ  =  i        (mod./j>). 

Concevons   maintenant    que,   dans    le    second   membre  de   la  for- 
mule (8i),  on  réduise  l'exposant  de  chaque  puissance  de  p  à  l'un  des 

nombres 

o,     i,     2,     3,      . .  . ,     n  —  i. 

Ce  second  membre  deviendra  une  fonction  entière  de  p,  du  degré 
n  —  i;  et  Ton  aura  identiquement 


(  82 )  S 1  p<*+>* )  =  a0  +  a,  p  +  ni?-  + . . .  -+-  a»-1 p 


;i  -  1  ft  n      I 


NOTE   V.  213 

a0,  a,,  a2,  ...,  a„^,  désignant  dos  nombres  entiers,  dont  plusieurs 
pourront  s'évanouir,  et  dont  la  somme,  égale  au  nombre  dv<.  valeurs 
de  i,  vérifiera  la  formule 

(83)  a0+aiH-a,-+-. .  .-H  a„_,  =  />  —  2. 
Cela  posé,  l'équation  (81)  donnera 

(84)  R/a  =  ao-l-aiP  -+-a2p2-f-. . .+ a„_,p" -'. 

Concevons  d'ailleurs  que,  pour  se  conformer  aux  conventions  ci- 
dessus  adoptées,  l'on  remplace 

h     par     trrh         et         k     par     rnk, 

dans  le  second  membre  de  la  formule  (47)-  Cette  formule,  réduite  à 

i  .2.3.  .  .[nr(h  -+-  k)] 


(85)  II 


M 


(i  .2.  .  .nrh)(i  .2.  .  .rok) 


fournira  la  valeur  de  II„  k,  dans  le  cas  où  les  quantités  h,  k  se  réduiront 
à  deux  termes  de  la  suite 

i ,     2,     3,      .  .  . ,     n  ; 

et,  dans  le  cas  contraire,  llhk  représentera  ce  que  devient  le  rapport 

i  .2.3. .  .[gy(li  +k)] 
(i  .2.3. .  .mil  )(i.2.3. .  .Grk) 

quand  on  y  remplace  les  quantités  entières  h,  k  par  les  deux  termes 

de  la  suite 

i ,     2 ,     3 ,      ....     n , 

qui  sont  équivalents  à  ces  mêmes  quantités,  suivant  le  module  n. 
D'autre  part,  à  l'aide  de  raisonnements  semblables  à  ceux  par  lesquels 
nous  avons  établi  les  formules  (19)  et  (26),  on  prouvera  que  les 
valeurs  de 

a0,     ai,     a2,      .  .  . ,     a„  _t, 

renfermées  dans  les  équations  (82)  et  (84).  vérifient  non  seulement 
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les  formules 

a0-J-a,         +a2            -k  . .+ a„_,  ■         =p  —  2, 
a04-a,p      +a,p«         -+-. . .+  a„_,p"->     =  S(p/A+'*), 
a0+alP5     -+-a2p*        -h...  +  a(l_1pBf*-,J  =  S(p,»*+-'*», 
> 

a0+aip',-,  +  atpï",-,'  +  ...+  a/,_,pf»-I»s=S(p«n-1'"'A+>/  ), 

mais  encore  les  suivantes  : 

;i„—  a,  +as  -\- .  .  . -h  ;\  „    ,  ==/>  — 2         (mod. />), 

a0+a,/-       +a,/-         + ...-+-  a»_t  r*-«      =  S(/"7'^7'), 
;  ao+a,/-2      +;v         +...  +  afr.,r,t«-')  =  8(r,('W*)), 


;,„  r-  a,  /•"  -'  -+-  a,/-*'"-"  -K .  -  +  a„_,  i<"~^  =  S(/-i»-l)('A+>*'), 
el  de  ces  dernières,  respectivement  multipliées  par  les  facteurs 

1  n—m         r—%111  r—(il—l)iil 

' t       '         >'  >•••>'  > 

puis,  combinées  entre  elles  par  voie  d'addition,  Ton  conclura 

(88)  ^  (mod./O- 

|  _|_  ^— (»— i)/ng(r(«— l)«A-h/*)\ 

De  plus,  si  l'on  remplacé  A  par  crA  et  /r  par  xsk  dans  les  premiers 
membres  des  formules  (5a),  (53),  (54),  on  tirera  de  ces  formules  : 
1"  en  supposant  mit  et  nk  séparément  divisibles  par  n, 

(89)  S(v"!  ,7'-^/")  =  — 2        (mod.jt?); 
20  en  supposant  que  n  divise  la  somme 

///  (//  +  /.)  =  m!i  ■+-  /»  /. , 

sans  diviser  ses  deux  parties  mh,  mk, 

(90)  S(/""''"^7'  )==  — 1        i  mod./>); 

3°  en  supposant   le  produit  tn(h  -+-  k)  non  divisible  par  n 
S(/-"»»*+'*>)  ss- !!_„,*,_„,*        (, û.p)\ 
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attendu  que  l'on  devra,  en  vertu  des  conditions  admises,  écrire  sim- 
plement Umk_mk  au  lieu  de  U.mu/ttmisk.  Donc  la  formule  i  8$)  donnera 

^   —  «a,„=a  +  II_/i.-A-'-   '"  —  H .-•/,,  -ik-r   ""-+-■■■ 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 

(g3)     -«  a;„  =  -2 -^  II/(. /,/-"'  +  II2/i, ,/,/-2"'+... 4- n, ,_,,/,,„..,,/,./•  "-1"»        (mod./>), 

pourvu  que,  i  désignant  Pun  quelconque  des  nombres  entiers, 

I  ,        2,       3,         .  .  .  ,       II  —  I  , 

l'on  ait  soin  de  remplacer  généralement  le  coefficient  de  /•"",  savoir  : 

i"  par  l'unité,  quand  n  divisera  la  somme  des  produits  ih,  ik  sans 
diviser  chacun  d'eux  ;  2°  par  le  nombre  2  quand  n  divisera  séparément 
chaeun  de  ces  produits.  Enfin,  comme  on  tire  de  l'équation  (73) 

/irr,  = —  i        (mod.p  ), 

il  est  clair  qu'en  multipliant  par  gt  les  deux  membres  de  la  for- 
mule (93),  on  la  réduira  immédiatement  il  celle-ci 

(94)    a/n=(2-i-nAiA:r'''-t-n2A,2A/-2"l-4-...+nf„_1)A,(„_,)Ar(»  "'")ro        (mod./>). 

Pour  appliquer  à  des  cas  particuliers  la  formule  (94)»  on  devra 
d'abord  rechercher  des  quantités  équivalentes,  suivant  le  module  p, 
aux  nombres  figurés  qui  représenteront  les  diverses  valeurs  de  ll,,k. 
On  y  parviendra  sans  peine  à  l'aide  des  méthodes  précédemment 
exposées,  en  commençant  par  réduire  chacune  des  quantités  h,  k  à  un 

terme  de  la  suite 

i,    2,    3,    . . .,    n  —  1. 

Après  cette  réduction,  si  l'on  a 

h  -4-  k  >  //, 
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ou 

h      k      n, 

on  en  conclura,  dans  le  premier  e;i>, 

(g5)  Ili,.k  =  o        (mod.  p), 

et,  ilans  le  second  cas, 

(96)  Hh.k=(  —  i)rah        {moû.p). 

Si  l'on  a,  au  contraire, 

ii  -+-  k<  «, 

on  pourra,  eu  égard  aux  deux  formules 

(97)  nk,h=nhk 

el 

nu,n_k_h=(—  i)whnM        1  mod./>), 

ramener  la  recherche  d'une  quantité  (|ni  soil  équivalente  à  II,,,,  suivant 
le  module  p.  au  cas  particulier  dans  lequel  h,  k  représenteraient  deux 
nombres  non  situes  hors  des  limites 

(99)  h  =  i,        '»—  3;         k  =  li,        k      — — -• 

D'ailleurs,  II.  k  étant  (\vu\  nombres  de  celte  espèce,  le  terme  équivalent 

ii  ll,,k.  dans  la  Talile  que  nous  avons  appris  à  construire,  sera  celui  que 
renfermeronl  la  ligne  horizontale,  dont  le  premier  terme  esl  ah,  et  la 
ligne  verticale,  dont  le  premier  terme  ol   rrk. 

Concevons,  pour  fixer  le>  idées,  que  l'on  prenne 

p=   1-,         n=  ',. 
On   aura 

&='—-  =  —  -       , 
a  1 

el  par  suite  le  terme  équivalent  à  II,  ,,  dans  la  laide  de  la  page  -'<><'~1. 
sera  celui  que  renfermenl  le>  lignes  horizontale  el  verticale,  donl  les 
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premiers  termes  se  réduisent  au  nombre  us  =  \.  On  aura  donc 

n,,,  =  2      (  iiiod.  17). 
Si,  en  supposant  toujours  p  =  ij,  on  prenait 

n  =  8, 


on  trouverait 


16 

5T  =  —  =  3; 

o 


et,  par  suite,  le  terme  équivalent  à  ïï,  3  dans  la  Table  dont  il  s'agit, 
serait  celui  que  renferment  les  lignes  horizontale  et  verticale  donl  les 
premiers  termes  se  réduisent  aux  nombres 

nr  =  2,        3nj  =  6. 

On  aurait  doue  alors 

n,,3  =  — 6        (mod.  17). 

Soit  encore 

P  =  29>         n  =  7- 

On  trouvera 

28      , 
m  —  —  =  4  ; 

7 

et  le  second  Tableau  de  la  page  20c),  joint  à  la  formule  (  98  ),  donnera 
•     IIM=i2,        II2j2  =  — 6,        113.3=11,,:,=  — 7        (mod.  29). 

On  aura  d'ailleurs 

nM==o,         n3.5  =  o,         !!,;.,;  =  0. 

Enfin,  si,  en  nommant  p  une  racine  primitive  de  l'équation 

l'on  pose 

RM  — :  a0  4-  a  1  p  -+-  a,  p-  4-  a3  p3  4-  av  pv  -+-  as  ps  4-  a6 p6, 

la  formule  (94),, jointe  à  celles  que  nous  venons  d'obtenir,  donnera 

a,„  =  4(2+  12  /■"'  —  6 r-m  —  7  /•"")         (  mod .  p), 
r  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

■r7=  1         (  mod.  29). 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  28 
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D'autre  part. 


t  =  10 


étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

x™=i        (niod.  29), 

on  pourra  prendre 

r  =  Ps=t!'==—  5        (mod.  29), 

ce  qui  réduira  la  valeur  trouvée  de  am  à 

am=4[2  +  !2(-5)'"-6.5î»I-7(-5)î"t]        (mod./j). 
Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  attribue  successivement  à  m  les 
valeurs  -      „ 

O,       I,       2,       ».      4»       3»      °> 

on  trouvera 

a^^a^i,        a^o,        a2-a3^6,        a6^3         (mod.  29); 

et,  par  suite,  puisque  chacun  des  coefficients 

a0,     a,,     a,,     a3,     a4,     a5,     ac 
doit  être  nul  ou  positif,  mais  inférieur  au  module  29,  on  aura 

a0=a4=a5=4,        a,=  o,        a2=a3=6,        a6=3 
RltI=3p«+4(i  -H  p'+  ps)  +  6(?î+  P')- 

Si  maintenant  on  substitue  à  p  l'une  des  puissances 

P2,    ?V    P;>    P%    P'» 

on  trouvera  immédiatement 

R2iï=3ps  +  4(i  +  P  +  ?:,)  +  6(pl+p6), 
RM  =  3  p4  -+-  !x  (  1  -+-  p5  -+-  p  )  +  6  (  p6  ■+-  p-  ), 
R M  =  3  p3  4-  4(i  +  P*  +  P6)  ■+■  6 (P  +  Ps  ). 
RS6-  3p!  +  4(i  -H  p6  +  p4)  +  6(p3 4-  p ), 
RM  =  3 p  -h  4(  s  +  p3  4-  P"  )  ■+-  6 (  p5  -4-  p4  )• 
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Si,  en  prenant  toujours 

p  =  29,        n  —  7, 
on  supposait 

R,,,  =  a0-+-  a, p  -+-  a2ps4-  a3pî+  a^p*  -4-  asps  -t-  a,;pG, 

alors  de  la  formule  (94)»  combinée  avec  les  suivantes  : 

n12  =  a,      n2,t=nî>1=2,      nM  =nM=nv=2, 
n3,6=o,      n5,,0  =  n3.,  =  o,      n6,12=n6,5=o, 

on  tirerait 

a,„  =  8(1  +  /•'"+  rim-hrJ"")        (mod.29), 

a0  =8.4  =  32  =  3         (mod.29) 
a0  =3; 

puis,  en  prenant  r  =  —  5,  on  trouverait 

a,  =  a2=at=r6,        as  =  as=  a6=2, 

et  l'on  aurait  par  suite 

RM  =  3  -+-  6(  p  +  p2-+-  p4)  +  2(ps  +  ps-Hp6). 

Comme  on  aura  d'ailleurs 

p  -+-  p2  -t-  p3  +  p1  -(-  p5  +  p6  zz:  —  1 , 

si  l'on  pose,  pour  abréger, 

0  -h  p'1-^  p*  —  p3  —  p6 —  p0  =  A, 
on  trouvera  encore 

,        ,  1  —  A  .        ,        ,  1  +  A 

p  +  p%+p*~ ,  p3  _|_  p5  _|_  p6  _ , 

■>,  i  i  i  2 

et  par  snile  la  valeur  de  K.  ,  deviendra 

RM= —  1  -+-  2A. 

En  remplaçanl  successivement  dans  cette  dernière  formule  p  par  cha- 
cune des  puissances 

p-,     p»,     p*,     p5,     p8, 
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on  en  tirera 

RIt,=  R4it=R4ji  =  —  1  +  2A,         R3.r,=  R5 .1..=  Rg  .11  =  —  '—  2A, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

RM  =  Rti4=Rtfl=— 1  +  aA,        R3,c=  R5,,=  R6,5  =  -i  —  aA. 

.Nous  remarquerons,  en  terminant  cette  Note,  que,  dans  le  cas  où 
l'on  suppose  la  valeur  de  0/(  déterminée,  non  par  l'équation  (1),  mais 
par  l'équation  (74  ),  la  foi-mule  (G3)  doit  être,  eu  égard  aux  notations 
adoptées  dans  la  seconde  hypothèse,  remplacée  par  cette  autre  formule 

*  =  (_  , )«rt  RkJ  =  ( _  l)Brk Rl>h  _  (  _  l)Brt  Rh)k> 


qui,  pour  des  valeurs  paires  du  nombre  cr,  se  réduit  simplement  à 

£1    A    (A 

-  Rk,l  —  Rl,ta  =  Rli.k- 


On  doit  d'ailleurs,  dans  ces  deux  dernières  formules,  prendre  pour 

b,     k,     I 

trois  quantités  entières,  non  divisibles  par  n,  et  choisies  de  manière 
à  vérifier  non  plus  la  condition  (62),  mais  la  suivante  : 

h  -+-  k  -+- 1  =  o        (  mod.  n  ). 
Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  n  =  7,  on  pourra  prendre 

h  =  i,        k  =  2,        I  =  '1, 
OU  bien 

h  =  3,        k  =  5,        l  =  6, 

attendu  qu'on  aura,  dans  le  premier  cas 

h  +  k-t- 1  =  7, 
et  dans  le  second 

h   f-  k  -t-  1  =  1 4  =  2.7. 
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D'ailleurs,  le  nombre  n  =  r)  riant  impair,  le  nombre 

ro  =  =  

n  7 

devra  être  pair  ainsi   que  p  —  i.    Dune,   en    supposant  n  —  -j,    on 
trouvera 

J  nl,2 n2,i n4,t>  ""  n3,6  1*5,3 n6,5  1 

ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  déjà  obtenues,    domine  on  aura 
d'ailleurs,  dans  la  même  supposition,  non  seulement 

mais  encore 
on  en  conclura 

Or,  il  sera  facile  de  vérifier  cette  dernière  formule,  en  prenant  p  =  29. 
Alors,  en  effet,  en  vertu  de  la  formule 

p  -h  p-  -+-  p3  +  p4  -r-  p5  H-  p6  =  —  1 , 

on  pourra  réduire  les  valeurs  précédemment  calculées  de  R,,,  R22, 
H.  ,  à  celles  qui  suivent 

R1)1==2(p,-i-p3)  —  (p»  +  4p),  H2.2=2(p*  +  pfi)  —  (p3-|-4pa), 

RM=  2  (p  -h  p8)  —  (  p3  -t-  4  pv  )  ; 

et  l'on  aura  par  suite 

Bi,iBjR4,4=—  25  4-62(p  +  pl+p*)— 54 (p8 -H  ï'-h  p6)  =—29  +  58A  =  29R1(Î. 
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NOTE    VI. 

SUR    LA    SOMME    DES    RACINES    PRIMITIVES    d'bNB    ÉQUATION    BINOME, 
ET    SU»    LES    FONCTIONS    SYMETRIQUES    DE    CES    RACINES. 

m  et  n  désignant  deux  quantités  entières,  et  co  leur  plus  grand 
commun  diviseur  numérique,  on  peut  toujours,  comme  l'on  sait,  trou- 
ver deux  autres  quantités  entières  //.  v,  propres  à  vérifier  la  formule 

mu  —  nv  —  w. 

Donc  toute  racine  commune  des  deux  équations  binômes 

xm  =  I ,        xn  =  I  , 

et  par  conséquent  des  suivantes  . 

X"tu=ï,  xnv=\, 

vérifiera  encore  l'équation  binôme 

puisqu'en  supposant 

mu  —  nv  ■=.  w, 
on  en  conclura 

X 


mu 

—    y, mu — nv  —.  ~.to 

nv  ' 


Si  d'ailleurs,  n  étant  positif,  on  a  pris  pour  x  une  racine  primitive  de 
l'équation 

X"  =  I  , 

ou,  en  d'autres  termes,  si  .r"  est  la  plus  petite  puissance  positive  de  x 
qui  se  réduise  à  l'unité,  co  ne  pourra  différer  de  n;  et  par  conséquent 
m  sera  divisible  par  //,  en  sorte  qu'on  aura 

m  =  o        (  mod.  //)• 

Cela  posé,  //  étant  un  nombre  entier  quelconque,  nommons  p  une 


NOTE   VI.  223 

racine  primitive  de  l'équation  binôme 

(l)  *"  =  i, 

et 

h,    k,     l,     ... 

les  entiers  inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n.  D'après  ce  qu'on  vient 
dédire,  p  ne  pourra  représenter  une  valeur  de  oc,  propre  à  vérifier  une 
équation  de  la  forme 


x 


m  li 


que  dans  le  cas  où  rnh,  et  par  conséquent  m,  sera  divisible  par  n.  Or, 
la  plus  petite  valeur  positive  de  m  qui  remplisse  cette  condition 
est  m  =  />.  Donc 


p»'' 


sera  la  plus  petite  puissance  de  p/l  qui  se  réduise  à  l'unité.  Donc 


p",     p*,     p',     ... 

seront  autant  de  racines  primitives  de  l'équation  (i).  Os  racines  seront 
d'ailleurs  distinctes  les  unes  des  autres.  Car  si  l'on  avait 

?"  =  P'>. 
on  en  conclurait 

p*-*_i,        et        /:  —  /,  =  0        (mod.  «), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

À-  =  h        (mod.  //  ), 

et  par  conséquent 

k  =  h, 

//,/■  devant  être  tous  deux  positifs  cl  inférieurs  ;i  //.  Ajoutons  que  les 

seules    racines    primitives  de   l'équation  (i)  seront   les   puissances 

entières  de  p,  dont  les  exposants,  premiers  a  n.  pourront  être  réduits, 

par  l'addition  ou  la  soustraction  de  n  OU  d'un   multiple  de  n,  à  l'un 

(\i^  nombres 

h,    /.,    l,    .... 
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En  effet,  si  m  représente,  au  signe  près,  un  entier  qui  ne  soit  pas 
premier  à  n,  alors,  w  étant  le  plus  commun  diviseur  de  m  et  de  n,  le 
produil 


sera  le  plus  petit  multiple  de  m,  qui  devienne  divisible  par  n;  et,  par 
suite, 

mn 

scia  la  plus  petite  puissance  positive  de  p'"  qui  se  réduise  ii   l'unité. 
Donc,  alors  p'"  représentera  une  racine  primitive,  non  plus  de  l'équa- 
tion (i),  mais  de  la  suivante  : 

n 

(  2  )  a?5  =  i . 

Si  m  devient  premier  à  /?,  on  pourra  en  dire  autant  des  produits 

mh,     mk,     ml,      .... 


Donc  alors 


-,  m  li  »  m  /,  n  m  I 

'       '      r       >      Y      > 


seront  encore  des  racines  primitives  de  l'équation  (i).  D'ailleurs  ces 
racines  seront  encore  distinctes  les  unes  des  autres.  Car  on  ne  pourrait 
supposer 

o"'/'=  pmk, 

sans  en  conclure 

p  »,  a-i<)  —  j  f         m(k  —  h)  =  o         (  raod.  «  ), 

par  conséquent 

A  —  h  =  o,        A-  =  /*        (  mod.«  ) 
et 

A  =  A, 

A  <'t  k  devanl  être  tous  deux  inférieurs  à  n.  Donc,  si  m  devient  premier 
ii  n,  les  diverses  racines  primitives  de  l'équation  (i)  pourront  être  re- 
présentées, soil  par  les  termes  de  la  suite 

?\     Yk>     P1.     ■••. 
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soit  par  les  termes  de  la  suite 


r,mli  r\"lk         nlnl 

r*       '      r       '      r      '       •  •  •  » 

qui  coïncideront  avec  les  termes  de  la  première,  rangés  dans  un  ordre 
di  fièrent. 

Si,  au  contraire,  m  et  n  n'étant  pas  premiers  entre  eux,  a>  désigne 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  alors  ceux  des  ternies  de  la  suite 

r,m  li  n  m  le         r,ml 

P        y       f       >       Y       «        •  ■  •  > 

qui  resteront  distincts  les  uns  des  autres,  représenteront  les  diverses 
racines  primitives  de  l'équation  (2). 

Supposons  à  présent  que  le  nombre  n  soit  décomposé  en  deux 

facteurs 

?.    X» 

premiers  entre  eux,  et  nommons 

l,     n 
des  racines  primitives  des  deux  équations 

(3)  afi=i, 

(4)  .r"/=i. 


Les  puissances 
et,  par  suite,  leur  produit 


lm-(r—{l;(i)"1, 


se  réduiront  évidemment  à  l'unité,  si  ///  est  divisible  simultanément 
par  <p  et  par  y ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  le  produit 

?X  =  «• 

Donc  on  vérifiera  l'équation  (1)  en  posant 

x=  II,. 
OF.uvres  de  C.  —  S.   1,  t.  III.  29 
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Il  y  a  plus  :  si  m  est  choisi  de  manière  à  vérifier  la  condition 

(fr)'"  =  i, 
on  en  conclura 

(in  )'»?=i,         r/»?=i, 
par  conséquent 

mcp  =  o       (mod.yj,         m  =  o       (mod.yj, 

et 

(lrt)'"-/.—  i,         *'"'/.  =  i, 
par  conséquent 

/»y  =  o       (mod.cp),         m  =  o       (mod.cp). 

Donc,  pour  que  la  puissance  me  du  produit  £y)  se  réduise  à  l'unité, 
il  sera  nécessaire  que  m  soit  divisible  à  la  fois  par  y  et  par  o,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  m  soit  un  multiple  de  n  ;  et,  comme  m  =  n  sera  la 
plus  petite  valeur  positive  de  m  pour  laquelle  cette  condition  soit 
remplie,  nous  devons  conclure  que  le  produit  £y)  de  deux  racines  pri- 
mitives, propres  à  vérifier  les  équations  (3)  et  (4),  sera  une  racine 
primitive  de  l'équation  (i). 

Enfin,  chaque  racine  primitive  p  de  l'équation  (i)  ne  pourra  être 
formée  que  d'une  seule  manière  par  la  multiplication  de  deux  racines 
primitives  propres  à  vérifier  les  équations  (3)  et  (4).  En  effet,  conce- 
vons que 

&>    rh 

désignent  encore  deux  racines  primitives  de  ces  équations.  Si  l'on  a 

%t\  =£,*),> 
on  en  conclura 

par  conséquent 

et,  comme  on  aura  d'autre  part 

fi'/-  =  r,'f-  =.  i , 

par  conséquent 
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il  est  clair  que  le  rapport  —  devra  être  une  racine  commune  des  équa- 


'i, 


tions  (2)  et  (3).  Or,  o,  y  étanl  par  hypothèse  premiers  entre  eux,  leur 
plus  grand  commun  diviseur  w  sera  l'unité.  Donc  la  racine  commune 
dont  il  s'agit  sera  la  racine  unique  de  l'équation 


et  l'on  aura 


}=- 


On  trouvera  de  même  ç  =  :.  Donc  les  produits 

ne  pourront  être  égaux  entre  eux  que  dans  le  cas  où  l'on  aura 

l,—  l,       ■<),  =  *. 
En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  \.  —  Si  le  nombre  entier  n  est  le  produit  de  deux  facteurs  ap,  v 
premiers  entre  eux,    on    obtiendra   les   diverses  racines  primitives   de 

l'équation 

xn=i, 

et  on  les  obtiendra  chacune  d'une  seule  manière,  en  multipliant  succes- 
sivement les  diverses  racines  primitives  de  V équation 

x?=  1 
par  chacune  des  racines  primitives  de  l'équation 

.>'/■  —  1 . 

Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  entraine  évidemment  ceux 
qui  suivent. 

Théorème  II.  —   Le  nombre  entier  n  étant  le  produit  de  deux  fac- 
teurs 9,  '/,  premiers  entre  eux,  désignons  par 

P»     P/.     P,f     ••• 
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les  diverses  racines  primitives  de  l'équation 

xtt=  i  ; 
puis  nommons 

£•    In    l„,    •••        et       n,    n„    nin     ... 
les  diverses  racines  primitives  des  équations 

ccf  =  i        et        ajX=i; 
o/?  aura 

(5)  (p  +  P/+p//  +  ...)  =  (^-t-£/  +  £//  +  ...)(/)  +  y)/  +  y)//  +  ...). 

Théorème  III.  —  Z,e  nombre  entier  n  étant  le  produit  de  deux  fac- 
teurs o,  y  premiers  entre  eux,  si  l'on  désigne  par 

n,   a>,    x 

le  nombre  des  racines  primitives  successivement  calculé  par  chacune  des 

trois  équations 

scn=i,         x"?-=i,         x'/.—  i, 

on  aura 

(6)  N=:$X. 

Comme  ces  trois  théorèmes  sont  évidemment  applicables  non 
seulement  au  nombre  n,  mais  encore  aux  nombres  <p,  y,  facteurs  de  n, 
ou  même  aux  facteurs  de  o,  lorsqu'il  en  existe,  etc.,  et  ainsi  de  suite, 
il  est  clair  qu'on  pourra  énoncer  encore  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  IV.    —    Si  le  nombre  entier  n  est  le  produit  de  plusieurs 

facteurs 

?.     '/>     +f      •    • 

premiers  entre   eux,    on    obtiendra  les    diverses   racines  primitives   de 
l'équation  > 

(i)  .r"-=i, 

et  on  les  obtiendra  chacune  d'une  seule  manière,  en  cherchant  d'abord 


NOTE  VI.  229 

les  diverses  racines  primitives  des  équations  auxiliaires 

(  7  )  x?=i,         x't.  =  I  ,         XT  1=  i ,  . . . , 

et  formant  tous  les  produits,  qui  ont  chacun  pour  facteurs  :  i°  l'une  des 
racines  primitives  de  l'équation  x?  —  i  ;  2°  /'m/?c  des  racines  primitives  de 
l'équation  x1-  =  i  ;  3°  l'une  des  racines  primitives  de  l'équation  x^  =  i ,  e/c. 

Théorème   V.   —   Le  nombre  entier  n  étant  le  produit  de  plusieurs 

facteurs 

?>     X»     +»     ••• 

premiers  entre  eux,  désignons  par 

P>    P/»    P//»     •  •  • 

les  diverses  racines  primitives  de  l'équation  binôme 

xn  —  if 
et  soient  respectivement 

les  diverses  racines  primitives  des  équations  binômes 

xf  =  i ,  x'f.  —  I ,  x*t  =  I ,  .  .  .  , 

/a  somme  des  racines  primitives  de  la  première  équation  sera  le  produit 
des  sommes  séparément  formées  avec  les  racines  primitives  de  chacune 
des  autres;  en  sorte  qu'on  aura 

(8)      p  + p,-|-p#+...=({ -h  Ç,-i-^-H...)(Ti  +  Tï/4-ti,H-...)(Ç+^  + ?,+...)—• 

et,  par  suite,  si  l'on  nomme  S  la  somme  des  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (i),  l'on  aura 

(9)     * =u +5,+$.+... )(*+*,+ «,+•  ••)(:  + C/+C, +...)•  •■• 


THÉORÈME   VI.    —    £e  nombre   entier  n  étant  le  produit   de  plusieurs 
facteurs 


?>     X»     +1 
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premiers  entre  eux,  désignons  par 

N,     <P,     X,     W,     ... 

le  nombre  des  racines  primitives  successivement  calculé  pour  chacune  des 
équations 

xn=z\,         x<?=zi,         a;X=i,         x$  — -  i  .  .  . , 

on  aura 

(10)  N  —  &XW. ... 

Soient  maintenant 

v       v'       v" 

les  facteurs  premiers  de  n,  dont  l'un  pourra  se  réduire  à  i.  Le  nombre  n 
sera  de  la  forme 

(n)  n  —  vav'*v"c. . ., 

a,  b,  c,  . . .  désignant  des  exposants  entiers,  et,  si  l'on  veut  décomposer  n 
en  facteurs  premiers  entre  eux,  on  pourra  prendre  pour  ces  facteurs  les 
quantités 

,,«  ,/A         v'/fl 

dont  chacune  est  une  puissance  entière  d'un  nombre  premier. 

Cela  pose,  les  théorèmes  que  nous  venons  d'établir  fourniront  le 
moyen  d'obtenir  facilement,  dans  tous  les  cas,  la  somme 

S 
des  racines  primitives  de  l'équation  (i)  et  le  nombre 

N 

de  ces  racines  primitives,  (l'est  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

Si  d'abord  on  suppose  le  nombre  n  égal  à  2,  l'équation  (i),  réduite 
à  la  forme 
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offrira  une  seule  racine  primitive 

P=—  i; 

et  par  suite  on  aura 

8=  -  i ,        N  =  i . 

Si  n   est    un    nombre  premier  impair,   les  racines  primitives  de 
l'équation 

seront  les  puissances  entières  de  p  correspondant  à  des  exposants 
positifs,  mais  inférieurs  à  n,  savoir 


On  aura  donc 


p,    p'-,    9\     ...,    p»-i. 


$  =  0-\-  p2  -+-..  .+  o"-'=  £l ?  =  J £, 

'  '  p  —  I         p  —  I 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

a— — i, 

et  de  plus 

N  =  «  —  i . 

Si  /*  est  une  puissance  de  2,  les  racines  primitives  de  l'équation 


seront  les  puissances  entières  de   p  correspondant  à  des  exposants 
impairs  et  inférieurs  à  n,  savoir 

p,    p3,    p%     ...,    p»-». 
On  aura  donc 

p«+i  _  o 
S  =  p  -t-  o3  -h .  .  .  4-  o"  -  '  =  '- 


p-  —  i 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

8=o, 


et  de  plus 

On  peut  encore  observer  que  dans  ce  cas  on  a 


2 


pJ  =  -i,  p»'*  =  -p*; 
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d'où  il  résulte  que  les  diverses  racines  primitives  seront,  deux  à  deux, 
égales  au  signe  près,  mais  affectées  de  signes  contraires.  Leur  somme 
sera  donc  nulle,  comme  on  l'a  trouvé. 

Supposons  à  présent  que  n  soit  une  puissance  d'un  nombre  premier 
impair  v;  en  sorte  qu'on  ait 

n  —  va. 

Alors,  pour  obtenir  les  racines  primitives  de  l'équation 

xn  =  I , 

il  faudra,  entre  toutes  les  racines  représentées  par  les  termes  de  la 

suite 

i,    p,    p'2,     ...,    p»-1, 

choisir  celles  dans  lesquelles  l'exposant  de  p  est  premier  à  n,  et  non 
divisible  par  v,  en  laissant  de  côté  celles  où  l'exposant  est  multiple 

de  v,  savoir 

p»,    p",    p2'',     ...,    p»-\ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  laissant  de  côté  les  racines  non  pri- 
mitives 


Or,  ces  dernières,  dont  le  nombre  est  ->  n'étant  autre  chose  que  les 
diverses  racines  de  l'équation 

n 

leur  somme  totale  sera  nulle,  aussi  bien  que  la  somme  des  racines  de 
l'équation  (i).  Donc  la  différence  de  ces  deux  sommes,  ou  la  somme  s 
des  racines   primitives,  s'évanouira  elle-même;   et   l'on   aura  d'une 

part 

S  —  o, 

d'autre  part 

TVT  n 

v 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


,  —  L\—  v*-'(i—  I 


En  résumé,  si  n  est,  ou  un  nombre  premier  v,  pair  ou  impair,  ou 
une  puissance  va  d'un  tel  nombre,  on  trouvera  toujours 


(12) 

*  =  «(.-! 

et  l'on  aura  de  plus 

(i3) 

S=-i, 

ou 

(>'.) 

8  =  0, 

suivant  qu'il  s'agira  de  la  première  puissance  ou  d'une  puissance 
supérieure  à  la  première;  ce  que  l'on  pourra  démontrer  dans  tous  les 
cas  à  l'aide  des  raisonnements  dont  nous  avons  fait  usage,  lorsque  n 
était  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair. 

Passons  maintenant  au  cas  où,  n  étant  un  nombre  quelconque,  sa 
valeur  est  donnée  par  la  formule  (11).  Alors  le  nombre  N  des  racines 
primitives  de  l'équation  O)  et  la  somme  s  de  ces  racines  se  déduiront 
immédiatement  des  formules  (10)  et  (12),  ou  des  formules  (9), 
(i3)  et  (i4)-  ^n  elfet,  pour  décomposer  //,  dans  ce  cas,  en  facteurs 

<p,    z.    'h    ■■■ 
premiers  entre  eux,  il  suffira  de  prendre 

9  ==  va,         x  =  v"'«         ^  =  v"''>  

Cela  posé,  on  aura,  dans  la  formule  (10), 

/  >\  V  ,J.  l\  „r  '.J.  ' 


■-;)■     *="  {-,) 


4»  =  v"    1  -  -    ,        x  =  v'6    1  —  -7  h         XV 


v  M  1  — 


•j 
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et  par  suite  cette  formule  donnera 


N  =  v«v'*v".  .    (  t 

_,.a-I,/6-l,,"c-l 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


-Wl'-v' 


.(V-l)(v'-l)(v'-] 


De  plus,  en  vertu  de  la  formule  (9),  la  valeur  de  S,  correspondant  à 
l'équation  (1),  sera  le  produit  des  valeurs  de  S,  correspondant  aux 
équations 

OC  I    9  3C  I    y  \Xs  — —    I    y  a     •     .    y 

et  dont  chacune  se  réduira  simplement  à  —  1  ou  à  o,  suivant  que  le 
nombre  a  ou  b  ou  c,  ...  sera  égal  ou  supérieur  à  l'unité.  Par  suite, 
si  n  est  un  nombre  composé,  pair  ou  impair,  qui  renferme  deux  ou 
plusieurs  facteurs  égaux  entre  eux,  on  aura  toujours 

(17)  S  =  o. 

Mais,  si  n  est  un  nombre  premier,  ou  un  nombre  composé  dont  les 
facteurs  premiers  v,  v',  v",  ...  soient  inégaux,  en  sorte  qu'on  ait 

(18)  n—vv'v"..., 

alors  on  trouvera 

(.9)  8=±i, 

savoir 

(20)  §  =  —  i, 

quand  les  facteurs  premiers  v,  v',  v",  ...  seront  en  nombre  impair,  et 

(21)  s  =  1 , 

quand  ces  facteurs  premiers  seront  en  nombre  pair. 

Ainsi,  en  particulier,  la  somme  des  racines  primitives   sera  —  1 
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pour  chacune  des  équations 


x-  =  i. 


zéro  pour  chacune  des  équations 

a;v=:i,         ,r8=i,         a>9=i,         xt2=i,         xli=i,         ,r18:=i,  ..., 

et  h-  i  pour  chacune  des  équations 

jc6=i,         .r,0=i,         a?u=l,         xis=i,         xil=i,         xH=  i,  .... 

Soit  maintenant 

•     f(p) 

une  fonction  entière  d'une  racine  primitive  p  de  l'équation  (i).  On 
pourra  toujours,  dans  cette  fonction,  réduire  l'exposant  de  chaque 
puissance  de  p,  à  un  nombre  entier  plus  petit  que  n,  et  poser  en  con- 
séquence 

(22 )  f (p)  =  a0  +  a, p  +  a,ps -+- . . . -+-  a„_, p"~', 

a0,  a,,  a2,  ...,  a,;^,  désignant  des  coefficients  indépendants  de  p. 
Supposons  d'ailleurs  que,  dans  la  fonction  f(p),  les  différents  termes 
se  transforment  les  uns  dans  les  autres,  quand  on  y  remplace  la  racine 
primitive  p  par  une  autre  racine  primitive  pm.  Alors  f(p)  sera  ce  qu'on 
peut  nommer  une  fonction  symétrique  des  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (i),  ou,  ce  qui   revient  au  même,  une  fonction  symétrique  des 

puissances 

p",    p*,    p',     ■■■, 

h,  k,  /,  . . .  étant  les  entiers  inférieurs  à  n  et  premiers  à  n.  Or,  en  écri- 
vant successivement  à  la  place  de  p  chacune  des  racines  primitives 

p",    p*,    p1,     -.., 

on  reconnaîtra  que,  dans  ^(p),  ceux  des  termes  de  chacune  des  suites 

p\     p*,      p',      •••, 

p«,       p»*        p",        ..., 
p3",       D»*,       p",        ... 
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qui  sont  distincts  les  uns  des  autres,  doivent  avoir  les  mêmes  coeffi- 
cients. Mais  ces  mêmes  termes  se  réduisent  toujours,  ou  aux  diverses 
racines  primitives  de  l'équation  (i),  ou  du  moins  aux  diverses  racines 
primitives  d'une  équation  de  la  forme 

(23)  xw=i, 

co  étant  un  diviseur  du  nombre  n,  qui  peut  devenir  égal  à  ce  même 
nombre.  Par  conséquent,  dans  une  fonction  symétrique  des  racines  pri- 
mitives de  l'équation  (i),  les  racines  primitives  de  l'équation  (28)  devront 
toujours  offrir  les  mêmes  coefficients;  et  une  telle  fonction  se  réduira 
toujours  à  une  fonction  linéaire  des  diverses  valeurs  que  peut  acquérir 
la  somme  des  racines  primitives  de  l'équation  (23),  quand  on  prend 
successivement  pour  co  chacun  des  diviseurs  du  nombre  n,  y  compris 
ce  nombre  lui-même.  Si,  par  exemple,  n  est  un  nombre  premier, 

alors,  les  entiers 

h,     A,     l,     ..., 

inférieurs  à  n,  et  premiers  à  n,  se  réduisant  aux  divers  termes  de  la 
progression  arithmétique 

1,     2,     3,     ...,     n  —  i, 

et  les  racines  primitives 

p'1,    pk,    p',     ... 

de  l'équation  (1)  aux  divers  termes  de  la  progression  géométrique 


n— 1 


p,    p;    p%     ■■■,    p 
on  aura 

ai  =  a2=:. .  .  =  a„_t 
et 

(  A  )  f(p )  =  a0-+-  a,  (p  +  p2 h- . . .  +  p"-1  ). 

Donc  alors  une  fonction  symétrique  des  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (1)  sera  en  même  temps  une  fonction  linéaire  de  la  somme  de  ces 
racines. 
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Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  si  l'on  désigne  par  p  une  racine 
primitive  de  l'équation  (i),  et  par 

h,    k,    l,     ... 

les  entiers  inférieurs  an,  mais  premiers  à  n,  les  diverses  racines  pri- 
mitives de  la  même  équation  pourront  être  représentées,  non  seule- 
ment par  les  termes  de  la  suite 

p'',    pk,    p',     ■■■, 

mais  encore  par  les  termes  de  la  suite 

p",n,    pm*,    pm/,     ..., 

pourvu  que  m  soit  lui-même  premier  à  n.  Il  est  essentiel  d'observer 
que,  pour  passer  de  la  première  suite  à  la  seconde,  il  suffit  de  multi- 
plier par  m  les  divers  exposants 

h,    k,     l,     ..., 

qui  se  transforment  alors  en  ceux-ci 

mh,     mk,     ml,      .... 

Si  l'on  multiplie  de  nouveau  ces  derniers  par  m,  une  ou  plusieurs 
fois,  on  obtiendra  encore  d'autres  suites  qui  seront  propres  elles- 
mêmes  a  représenter  les  diverses  racines  primitives,  savoir  : 

r,»'*h  n'"'£  n"''' 

P  »       r  '       r         »        "  '  '  ' 

»       P  >       r         »         •  •  •  ! 

.  .  .  .  ,         .  . . . ,         •  •  •  ,         .... 

Concevons,  maintenant,  qu'avec  les  termes  correspondants,  par 
exemple,  avec  les  premiers  termes  de  ces  différentes  suites  on  forme 
une  suite  nouvelle 

n/t  nfnh  rïfnih  rJn*t* 

r    '      r       >      r        >      r         >       •••• 

Cette  nouvelle  suite,  dans  laquelle  les  exposants  de  p  forment  une 
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progression  géométrique 

//,     m  h,     m*  h,     m3fi,      ..., 

offrira  autant  de  racines  primitives  distinctes  qu'il  y  aura  d'unités  dans 
l'exposant  i  de  la  plus  petite  puissance  de  m  propre  à  vérifier  l'équi- 
valence 

(25)  ml  =  i         (  mod.  n). 

En  effet,  la  valeur  de  t  étant  choisie  comme  on  vient  de  le  dire,  et  la 
progression  géométrique  étant  réduite  aux  seuls  termes 

h,     mh,     m"- h,      ...,     ml~lfi, 

la  différence  entre  deux  termes  de  cette  progression  ne  sera  jamais 
divisible  par  n;  et,  en  conséquence,  les  deux  puissances  de  p,  qui 
auront  ces  deux  termes  pour  exposants,  ne  seront  jamais  égales  entre 
elles.  Donc,  alors  les  divers  termes  de  la  suite 

(26)  p'1,    pmh,    pm'h,     ...,    p'"1-''' 

seront  tous  distincts  les  uns  des  autres. 

Si  n  est  un  nombre  premier  impair  v,  ou  une  puissance  d'un  tel 
nombre,  tous  les  entiers  premiers  à  n  vérifieront  l'équivalence 

(27)  X*=l, 

la  valeur  de  N  étant  donnée  par  la  formule  (12),  ou 

»  =  -('-;, 

Alors,  si  l'on  prend  pour  m  une  racine  primitives  de  la  formule  (27), 

on  trouvera 

t  =  N, 

et  la  suite  (26)  deviendra 

(28)  p",       p'*,      p^l',      p'N   '". 

Cette  suite  se  réduira  même  ii 


NOTE  VII.  239 

si  l'on  pose,  comme  on  peut  le  faire,  h=i.  D'ailleurs,  N  étant  préci- 
sément le  nombre  des  entiers 

h ,     A',     /,      .  .  . , 

inférieurs  à  n  et  premiers  à  n,  il  en  résulte  que  chacune  des  suites  (28), 
(29)  comprendra  toutes  les  racines  primitives  de  l'équation  (1). 
Si  n  se  réduit  à  un  nombre  premier,  alors,  la  valeur  de  N  étant 

N  =  n  —  1 , 
les  suites  (28),  (29)  deviendront 

(3o)  p",       p'A,       p**,        ...,       p«-**f 

(3i)  p.       p-%       ps\      ...,     ps"  \ 

et  ces  deux  suites,  dans  lesquelles  les  exposants  de  p  croissent  en 
progression  géométrique,  offriront  chacune,  à  l'ordre  près,  les  mêmes 

termes  que  la  suite 

p,    p2,    p3,     ...,    p"-\ 

dans  laquelle  les  exposants  de  p   croissent   en    progression   arith- 
métique. 


NOTE   VIL 

SUR    LES    SOMMES    ALTERNÉES    DES    RACINES    PRIMITIVES    DES    ÉQUATIONS    BINOMES, 
El'    SUR    LES    FONCTIONS    ALTKRNÉES    DE    CES    RACINES. 

Soient  toujours  p  une  racine  primitive  de  l'équation  binôme 

(I)  *«=!, 

et 

h,    k,    l,     ... 

les  entiers  inférieurs  à  n  mais  premiers  à  n,  dont  l'un  se  réduira  sim- 
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plement  à  l'unité.  Les  diverses  racines  primitives  de  l'équation  (i) 
pourront  être  représentées,  soit  par  les  termes  de  la  suite 


>\    P*,    p', 


soit  par  les  termes  de  la  suite 

n m  h         n  m k         nml 

P        >       P        >       P       >        •  •  •  » 

/w  étant  un  nombre  quelconque  premier  à  n.  Or,  on  pourra  généra- 
lement, comme  on  le  verra  ci-après,  partager  les  entiers 

h,    k,    l,     ... 
en  deux  groupes 

h,     h',     h",     ...         et        k,     k',     k",     ..., 

et  par  suite  les  racines  primitives 

p",    p*,    p',     ... 

en  deux  groupes  correspondants 

p",    p"',    pA',     ...        et        pk,    p*',    p*",     ..., 

de  telle  sorte  qu'après  la  substitution  de  p"1  à  p,  les  deux  derniers 
groupes  se  trouvent  encore  composés  chacun  des  mêmes  racines,  ou 
transformés  l'un  dans  l'autre.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  suppose 
n  =  5,  les  quatre  racines  primitives  de  l'équation  (i),  ou 

.r5  =  i , 

formeront  les  deux  groupes 

p,  p4  et  p2,  p3, 
qui  deviendront  respectivement,  après  la  substitution  de  p2  &  p, 

p-,  p1  et  p4,  p 
après  la  substitution  de  p3  à  p, 

p3,     p2        et        p,     p4, 
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enfin,  après  la  substitution  do  p*  à  p, 

o',     p        et        p3,     o2. 

Or,  il  est  clair  que,  clans  le  premier  et  clans  le  dernier  cas,  les  deux 
groupes  resteront  composes  chacun  des  mêmes  racines,  tandis  que 
dans  les  deux  cas  précédents  les  racines  du  premier  groupe  se  trans- 
formeront en  celles  c|ui  composaient  le  second,  et  réciproquement. 

Les  racines  primitives  de  l'équation  (i)  étant  partagées  en  deux 
groupes,  comme  on  vient  de  le  dire,  de  telle  sorte,  qu'après  la  substi- 
tution de  p'"  à  p,  les  deux  groupes  restent,  pour  certaines  valeurs 
de  m,  composés  chacun  des  mêmes  racines,  et  se  trouvent,  pour 
d'autres  valeurs  de  m,  échangés  entre  eux;  il  est  clair  que  le  nombre 

des  racines 

p",    p"\    p»\     ... 

du  premier  groupe  devra  être  égal  au  nombre  des  racines 


du  second  groupe.  Donc,  si  l'on  représente  par  N,  comme  nous  l'avons 
fait  dans  la  note  précédente,  le  nombre  total  des  racines  primitives  ou 

des  entiers 

/,,     /.,     /,     ... 

inférieurs  ii  n,  mais  premiers  à  n,  on  verra  le  nombre  des  entiers 

li,     li',      h",      ..., 

ou  de  racines  comprises  dans  le  premier  groupe,  et   le  nombre  des 

entiers 

/.,    /.-',    /.",     ..., 

ou  des   racines  comprises  dans   le  second  groupe,   se   réduire   sepa- 

,  .  N  ., 

rement  a-;  ce  qui  suppose   N  pair. 

Cela  pose,  concevons  que  l'on  ajoute  les  unes  aux  autres  les  diverses 
racines  primitives  de  l'équation  (  i  >,  prises  avec  le  signe  -+-  ou  avec  le 
signe  —,  suivant  qu'elles  l'ont  partie  de  l'un  ou  de  l'autre  groupe.  On 
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obtiendra  ainsi  une  somme  algébrique  clans  laquelle  on  pourra  faire 
succéder  à  chaque  terme  précédé  du  signe  -t-  un  terme  correspondant 
précédé  «lu  signe  — .  Celle  somme  algébrique  pouvant  être  considérée 
en  conséquence  comme  composée  de  termes  alternativement  positifs 
et  négatifs,  nous  la  désignerons  sous  le  nom  de  somme  alternée.  Doue, 
si  l'on  pose 

|  2  I  cB  =  p1'  -t-  p'1'  ■+-  p'1"  ■+■...—  p*  —  p*  —  p''~"  —  .  .  . , 

ai  sera  uwv  somme  alternée  «les  racines  primitives  «le  l'équation  (i). 
Lorsque,  dans  une  semblable  somme,  on  remplacera  la  racine  primi- 
tive ;  par  une  autre  racine  primitive  p'",  les  différents  termes  se  trans- 
formeront, au  signe  près,  les  uns  dans  les  autres,  et  deux  termes,  qui 
se  déduiront  ainsi  l'un  «le  l'autre,  se  trouveront  toujours  affectés  du 
même  signe  pour  certaines  valeurs  «le  m,  mais  affectés  de  signes  con- 
traires pour  d'autres  valeurs  de  aw;  par  conséquent,  la  substitution  de  p'" 
;i  p  laissera  invariable  la  valeur  «le  la  somme,  ou  la  fera  seulement 
changer  «le  signe.   Supposons,    pour  fixer   les    idées,    que   «les  deux 

groupes 

//,     //',     h",     ...         et.         /.,     /.',     /.",     ..., 

le  premier  renferme  l'exposant    i.   .Mors   la    substitution    «le    p'"   à   p 

n'altérera  point  la  valeur  «le  la  somme  alternée  a\  si  l'on  a  pris  pour/w 

un  des  nombres 

//,     h',     //",     ..., 

et  la  fera  seulement  changer  «le  signe,  si  l'on  a  pris  pour  m  un  des 

nombres 

k,     k',     k",     .... 

Si,  par  exemple,  on  suppose  //  =  5,  la  somme  alternée 

a")  =  p  -t-  p'  —  ps  —  p"' 

changera  de  signe,  quand  on  y  remplacera  p  par  p-  ou  par  p3,  mais  elle 
ne  sera  nullement  altérée  quand  on  y  remplacera  p  par  p'. 

Il  est   important  d'observer  que,  dans  le  cas  OÙ  la  substitution  de  p'"  ' 
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;i  o  laisse  invariable  la  somme  alternée  ce,  les  termes 

p'        et        pml, 

par  conséquent  les  termes 

p'"'        et        p'"v,     ..., 

doivent  se  trouver  affectés  du  même  signe  dans  cette  somme,  /  pouvant 
désigner  ici  l'un  quelconque  des  nombres 

h,    u\    /,",    ...,    /,,    /,',    k",    ..., 

c'est-à-diro  l'un  quelconque  des  nombres  premiers  à  //.  Doue,  dans  le 
cas  dont  il  s'agit,  le  même  signe  doit  affecter  Ions  les  termes  de  la 
suite 


(3) 


r  m  l         r  ni  '-'  / 


'.  étant  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  m  propre  à  vérifier 
l'équivalence 

(  1)  ///':=  I  {  1110(1.  //  ). 

.Mais,  si  la  substitution  de  p'"  à  p  lait  varier  le  signe  de  la  somme 
alternée  <B,  alors  les  termes 

p/     et     p"1' 

devront  y  être  affectés  de  signes  contraires,  et  l'on  pourra  en  dire 
autant  des  termes 

o'"1  el.  o'"'1, 

OU 

rj'":>  Cl  O'"3',        

Donc  alors  chacun  des  termes  de  la  suite  (  5  )  sera,  dans  la  somme 
alternée  ©,  précède  du  même  signe  que  "J  on  d'un  signe  contraire, 
suivant  que  l'exposant  de  p  contiendra  comme  l'acteur  une  puissance 
paire  ou  une  puissance  impaire  de  ///.  Dans  Ions  les  cas, 

/     el      m 
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étant  deux  nombres  premiers  à  //, 

p/nv 

scia  précédé  du  même  signe  que  o'.  Donc,  si  l'on  a  pris  l'unité  pour 

l'un  des  nombres 

h,     li ,     h",      ..., 

p'"!  sera  précédé  du  signe  -h,  ainsi  que  p;  et.  par  conséquent,  le  groupe 

A,    li ,    h", 
renfermera  tous  ceux  des  nombres 

h,    k,    l,    ... 
qui  sont  équivalents  à  des  carrés 

m*,     m'1,      .  .  . , 

suivant  le  module  n,  c'est-à-dire  tous  les  résidus  quadratiques  relatifs 
à  ce  module. 

Supposons  maintenant  que  n  soit  un  nombre  premier  impair,  ou 
une  puissance  d'un  tel  nombre.  Alors  les  entiers 

h,     /.,     /,     ..., 

inférieurs  à  //  et  premiers  à  n,  vérifieront  l'équivalence 

(5)  iJsi        (mod.  n  ), 

les  uns,  dont  le  nombre  sera->  étant  résidus  quadratiques  suivant  le 
module//,  et  racines  de  l'équivalence 

N 

(6)  ./■-  zs  i         (  mod .  //  ), 

les  autres,  dont  le  nombre  sera  encore  —  >  étant  non-résidus  quadra- 
tiques, et  racines  de  l'équivalence 

171  a,'-  =  —  1  (mod.  //  ). 
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D'ailleurs,  si,  dans  la  somme  alternée  uf),  le  terme  p  est  précédé  du 
signe  -h,  on  pourra  en  dire  autant  de  toutes  les  puissances  de  p,  qui 
offriront    pour  exposants   des    résidus  quadratiques;    et,    comme   le 

nombre  de  ces  puissances  sera  précisément—,  les  autres  puissances, 

qui  auront  pour  exposants  des  non-résidus  quadratiques,  devront 
toutes  être  affectées  du  signe  —,  Donc  alors 

//,      h',      h",      ... 

devra  représenter  la  suite  des  résidus  quadratiques,  et 

k,    k',    k",     ..., 

la  suite  des  non-résidus.  D'ailleurs,  si  l'on  prend  [tour  m  une  racine 
primitive  s  de  l'équivalence  (5),  les  diverses  racines  primitives  de 
l'équation  (i)  pourront  être  représentées  par  les  divers  termes  de  la 

suite 

p,     p%     ps\     p**'', 

et,  parmi  les  exposants  de  p  dans  cette  suite,  ceux  qui  représenteront 
des  résidus  quadratiques,  relatifs  au  module  n,  seront  les  exposants 
carrés 

I,      s'2,      s',      ...,     .vN-'2. 

Donc,  si  le  terme  p  se  trouve  précédé  (\n  signe  -h  dans  la  somme 
alternée  <o,  la  valeur  de  cette  somme,  dans  l'hypothèse  admise,  ne 
pourra  être  que  la  suivante  : 

(  8  )  '  ffi  =  p  —  p*  -+-  ps':  —  ps*  -+-...  —  p*"   ' . 

Il  est  au  reste  facile  de  s'assurer  que,  dans  le  cas  oxxn  se  réduit  à  un 
nombre  premier  impair  ou  à  une  puissance  d'un  tel  nombre,  le  second 
membre  de  la  formule  (8)  représente  effectivement  une  somme 
alternée  des  racines  primitives 

p,    p*,    p-  ,     ....    piS 

de  l'équation  (i).  Car,  si.  dans  ce  second  membre,  on  remplace  p 
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parp*,  chaque  terme  se  trouvera  remplacé  par  le  suivant,  pris  en  signe 
contraire,  le  dernier  terme  étanl  remplacé  par  —  p.  Or,  de  cette  seule 
observation,  il  résulte  que  le  second  membre  de  l'équation  <  8)  restera 
composé  «les  mêmes  termes,  tous  ces  termes  étant  pris  avec  des  signes 
contraires  à  ceux  dont  ils  étaient  d'abord  affectés,  ou  tous  étant  pris 
avec  ces  mêmes  signes,  si  l'on  y  remplace  la  racine  primitive  p  par 
l'une  des  racines  primitives 


ce  qui  revient  à  remplacer  une  ou  plusieurs  t'ois  de  suite  p  par  p'. 
Dans  le  cas  particulier  où  //  se  réduit  à  un  nombre  premier,  on  a 

N  =  n  —  i , 
et  la  formule  (8)  donne  simplement 

(9)  (0  =  o  —  ps  4-  ps*  —  p-""'  -+- .  .  .  —  p-çn_*, 

.vêtant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

(10)  xn~ *  =  1        (motl.  «). 

Alors,  aussi,  en  vertu  de  la  formule  (i/j)  de  la  Note  I,  on  aura 

n  -  1 
(n)  (p  -  p<-i-psî—  p'3  +  . . .-  p*T  =  (-i)~n, 

par  conséquent 

n  —  i  . 

(f2)  (02=r(—  i)~  n. 

Donc,  n  étant  un  nombre  premier  impair,  on  aura 

(i3)  iù-—/i,         (0  —  ±\/n, 

ê 

si  ce  nombre  premier  n  est  de  la  forme  \x-\-  1,  el  l'on  trouvera,  au 
contraire, 


Ci)  oy  =  —,t,         (D=: 


si  //  est  de  la  forme  /j.r  4-  j. 


i    

//-'  \f—  1, 


NOTE  VII. 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  />  =   >,  on  trouvera 

©  =  p  —  o'\ 

z,  p2  représentant  les  deux  racines  primitives  de  l'équation 

X3  —  I  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  racines  de  l'équation 


X-  -+-  X  -+-  I  =  O. 


(  )r.  ees  deux  raeiues  élauf 


i        i  A    —  i        i  A    — 

-H o  -  i  —  i,      — 6'  v  —  i 

2  9.  3  2 


il  est  clair  qu'en  supposant  n  =  5,  on  trouvera 

cô  =  3-  \  —  i         ou         C0       —  3S  \  —  i , 

suivant  que  l'on  prendra  pour  p  la  première  ou  la  seconde  racine. 

Lorsque,  n  étant  une  puissance  entière  d'un   nombre  premier  im- 
pair v,  on  aura 

et  a  ;>  i .  alors,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  deux  monômes  de  la 

forme 

p'.    P1" 

seront,  dans  la  somme   alternée  cO,  affectés  du   même  signe,  si   les 
nombres  /.  /,  premiers  a  //,  vérifient  la  condition 

/'  =  />i- /        i  mod.  «)', 

//r  étant  un  carre  premier  à  n,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  le  rapport 

l 
7' 

étant  équivalent   suivant   le  module  //  a  un  carre,  vérifie  par  milite    la 
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formule 

j?2  =  i         (mod.  2). 

Or,  c'est  évidemment  ce  qui  arrivera,  si  l'on  a 

(i5)  l'  =  l       (mod.  v). 

Car,  en  élevant  plusieurs  fois  de  suite  à  la  puissance  v  les  deux 
membres  de  la  formule  (i5),  on  en  tirera  successivement 

r'=f  (mod.  v2), 

lh>>=[<*  (mod.v3), 


par  conséquent, 


/"'"-'=  /*"-'        (mod.  V), 

l'y" 

-\       =1         (mod.v); 


puis,  en  élevant  les  deux  membres  de  cette  dernière  formule  à  la  puis- 
sance entière >  et  ayant  égard  aux  équations 

.  v  —  1       N 


2  2 

on  trouvera  définitivement 

N 

-^)=i         (mod.  n ). 

Donc,  lorsque  n  représente  le  carré,  le  cube,  ou  une  puissance  plus 
élevée  d'un  nombre  premier  impair  v,  le  même  signe  doit  affecter, 
dans  la  somme  alternée  (D,  toutes  les  puissances  de  p  dont  les  exposants 
sont  équivalents,  suivant  le  module  v,  à  un  même  nombre  /;  par  con- 
séquent, le  même  signe  doit  affecter,  dans  la  somme  alternée  ce,  tous 
les  ternies  de  ht  suite 

p1,      p'+v,      p>+*->,       .  .  .  ,      p/+»-v. 


Or,  la  somme  de  ces  derniers  termes,  savoir, 


p'  +  p' *"v  +  p/+2v  -+- .  .  .  +  pl+n-v  —  p'  - 


l-pv 
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étant  nulle  avec  la  différence  i  —  p",  il  esl  clair  que,  dans  le  cas  dont 
il  s'agit,  la  somme  alternée  0  se  composera  de  diverses  parties  séparé- 
ment égales  ;i  zéro.   Donc,  la  somme    o  s'évanouira   elle-même;  et, 

lorsque  n  sera  le  carre,  le  culte  ou  une  puissance  plus  élevée  d'un 
nombre  premier  impair,  on  aura  toujours 

(16)  (O  —  o. 

Si  n  se  réduisait  au  nombre  2,  l'équation  binôme 

Xi  =  1 

n'offrirait  qu'une  seule  racine  primitive 

p  ==  —  1 , 

avec  laquelle  on  ne  pourrait  composer  une  somme  alternée.  C'est  au 
reste  le  seul  cas  où  la  formation  d'une  somme  alternée  des  racines 
primitives  devienne  impossible,  et  où  le  nombre  N  cesse  d'être  pair. 
en  se  réduisant  à  l'unité. 

Il  n'en  sera  plus  de  même  >i  l'on  prend  pour  n  une  puissance  de  2. 
Concevons  qu'alors  on  réduise  toujours  l'un  des  nombres 

h,     h',     h\     ... 
a  l'unité.   Si,  pour  fixer  les   idées,  on   suppose  n  =  4,  on  trouvera 

//  =  1 ,        k  =  3, 
et 

(171  (ô  =  p  —  p3 

sera  une  somme  alternée  des  racines  primitives  de  l'équation 

&  =  1. 
Celle  même  somme,  égale  à 


2p  =±  1  \ —  I, 


vérifiera  d'ailleurs  la  loi-mule 


(■8) 


Œ>*  =  —  L 


CiEuvret  de  C.  —  S.  I.  t.  III. 


62 
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Si  l'on  suppose  n  =  8,  on  pourra  prendre 

h  =  i ,        h'  =  3,        A-  =  5,        A'  =  7, 

ou  bien 

/i  =  i,         A'  =5,         A :  =  3,         A' =  7, 

ou  bien 

h  =  i,         /i'=7,         A  =  3,         A' =5, 

et  obtenir  ainsi   trois  sommes  alternées   des  racines  primitives  de 
l'équation 

J"8=  I. 

De  ces  trois  sommes  la  première,  savoir 

(19)  (©  =  p  H-  p3  —  p5  —  p7 

vérifiera  la  formule 

(20)  Œ>2  =  —  8; 

la  seconde,  savoir 

(21)  t£)  =  p  -+- p5  —  p3  —  p7 , 

se  réduira  simplement  à 

(22)  (d  =  o; 

et  la  troisième,  savoir 

(23)  (Q  =  p  +  p1  —  p*  —  p* 

vérifiera  la  formule 

(24)  âv>— 8. 

Enfin,  si  n  est  une  puissance  de  2,  supérieure  à  la  troisième,  alors 
en  posant 

(2.-))  i<=i+l, 

el  choisissant  le  nombre  entier  a?  de  manière  à  vérifier  la  formule 

ld  ==  1  on  7=f'         (inod./O, 
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on  trouvera 

7=H ;  =  '-( «  (inod.  n), 

l  21  2 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

-j  =  (  i  +  jd\         (mod.  n), 


attendu  que,  n  étant  divisible  par  i(>, 

"      (ï 


ID 


sera  divisible  par  ra.  Donc  alors  la  valeur  de  /',  déterminée  par  l'équa- 
tion (25),  sera  équivalente,  suivant  le  module  n,  à  un  produit  de  la 
l'orme 

(  ï  -t-  —  il  )    /  OU  ni'1 1, 

m  étant  premier  à  n,  c'est-à-dire,  impair;  et  les  termes 

P.    P  =  P 

seront  généralement  affectés  de  signes  contraires  dans  une  somme 
alternée  iO  des  racines  primitives  de  l'équation  (ï).  D'autre  part, 
puisque,  pour  des  valeurs  paires  de  //,  l'équation  (ï)  se  décompose  en 

deux  autres,  savoir 

n 

(26)  X%  =  1, 

(27)  ^2__,? 

et  qu'une  racine  primitive  p  de  l'équation  u;  ne  peut  vérifier  L'équa- 
tion (26),  on  aura  nécessairement 

n 

P2  =  —  1         et        p''  =  —pl, 
ou,  ce  qui  revient  au  même. 


Donc,   si  n  est  une  puissance  de  2  supérieure  ;i  la  troisième,    une 
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somme  alternée  cfi  des  racines  primitives  de  l'équation  (  i  )  sera  com- 
posée de  telle  manière,  que  1rs  termes  affectés  du  même  signe  se 
détruiront  deux  ii  doux,  en  fournissant  des  sommes  partielles  égales  à 
zéro.  Donc  alors,  la  somme   0  sera  nulle  elle-même,  et  l'on  aura 

(B  =  o. 

En  résumé,  si  //  est  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  tel 
nombre,  la  somme  alternée  (fi  sera  nulle,  à  moins  que  //  ne  se  réduise 
;i  'i  ou  à  8,  ou  à  un  nombre  premier  impair. 

D'ailleurs,  lorsque  (ô  ne  sera  pas  nul,  on  aura  toujours 

savoir 

(28)  ôï2  —  n, 
si  n  est  de  la  (orme  \x  -+-  1  ; 

(29)  Cfi2  =  —  n, 

si  n  est  égal  à  l\,  ou  de  la  forme  \.r  -t-  3;  enfin,  si  «  est  égal  à  8, 

(30)  ©*=«         on         Cfi:r=—  n, 

suivant  qu'on  placera  dans  le  même  groupe  les  deux  nombres  1  et  i. 
ou  1  et  7. 

Concevons  maintenant  que,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque, 
on  pose 

(31)  /ï=rvav'*v"c..., 

v,  v',  v",  ...  étant  les  facteurs  premiers  de  /'.  dont  l'un  pourra  se 
réduire  à  2.    Alors,  comme  on   l'a  vu  dans  la  Note  précédente,  une 

racine  primitive 

P 

de  l'équation  (1)  sera  le  produit  de  racines  primitives 

i,  -n,   t 

propres  à  vérifier  respectivement  les  diverses  équations 

(32)  X"'°  =  I,  ./■''''  —  1,  ./•'''  "  —  i,  .... 
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Alors  aussi  on  obtiendra  les  diverses  valeurs  de  p  et  <»n  les  obtiendra 
chacune  d'une  seule  manière,  si  dans  le  second  membre  de  la  formule 

p  =  j-Y)£.  .  . 

on  substitue  successivement  les  divers  systèmes  de  valeurs  de 

l,    n,    :,     ... 

combinées  entre  elles  «le  Imites  les  manières  possibles.   D'ailleurs, 
ç  étant  mie  dès  racines  primitives  de  l'équation 

chacune  des  autres  racines  primitives  de  la  même  équation  sera  île  la 
forme 

/étant  un  nombre  entier  premier  à  v.  Pareillement,  yj  étant  une  racine 

primitive  de  l'équation 

./■•'*  =  1, 

chacune  des  autres  racines  primitives  de  la  même  équation  sera  de  la 
forme 

r/, 

/  étant  un   nombre  entier,  premier  à  v',  etc.  Donc,  si  l'on  désigne, 

comme  ci-dessus,  par 

:.     r„     Ç,      ... 

certaines   racines  primitives,   propres  à   vérifier  respectivement    les 
équations 

**s  I    a  kM.  I    •  %As  la  ■     a     •    a 

les  diverses  racines  primitives  de  l'équation  i  i)  se  trouveront  repré- 
sentées par  des  produits  de  la  forme 


/étant  premier  a  v,  /   à  v,  l"  ii  v" Cela  pose,  considérons   une 

somme  alternée  o  des  racines  primitives  de  l'équation  (  i  }.  Comme  les 
différents  termes  de  la  somme  B  se  réduiront  à  de  semblables  produits, 
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pris,  les  uns  avec  le  signe  h-,  les  autres  avec  le  signe  —,  cette  somme 
sera  évidemment  une  fonction  entière  de  chacune  des  racines  primi- 
tives 

On  arriverait,  au  reste,  à  la  même  conclusion,  en  partant  de  la  for- 
mule (33).  En  effet,  la  valeur  de  p,  que  détermine  cette  formule,  étant 
une  racine  primitive  de  l'équation  (i),  la  somme  alternée  ce  sera  néces- 
sairement une  fonction  entière  de  p,  et  par  suite  une  fonction  entière 

de  H.  de  rj,  de  Ç, Or,  concevons  que,  dans  cette  fonction,  on  écrive 

à  la  place  de  ;,  une  autre  racine  primitive  de  la  première  des  équa- 
tions (32).  La  somme  alternée  cO  devra  rester  composée  des  mêmes 
ternies,  tous  étant  pris  avec  les  signes  qui  les  affectaient  d'abord,  ou 
tous  étant  pris  avec  des  signes  contraires.  Donc,  chaque  somme  par- 
tielle de  termes  qui  ne  différeront  les  uns  des  autres  que  par  la  valeur 
de  ç,  et  par  suite  la  somme  co  elle-même,  seront  proportionnelles  à  la 
somme  de  toutes  les  valeurs  de  ;,  ou  à  une  somme  alternée  de  ces 
valeurs.  On  prouvera  pareillement  que  ©  est  proportionnel  à  la  somme 
des  valeurs  de  yj,  ou  à  une  somme  alternée  de  ces  valeurs,  à  la  somme 
des  valeurs  de  :,  ou  à  une  somme  alternée  de  ces  valeurs,  etc.  Donc  la 
somme  alternée  CD  renfermera,  comme  facteur,  ou  la  somme  ou  une 
somme  alternée  des  racines  primitives.de  chacune  des  équations  (32); 
et  sera  proportionnelle  au  produit  de  divers  facteurs  de  cette  nature, 
correspondant  à  ces  diverses  équations.  D'ailleurs,  si  l'on  développe 
le  produit  dont  il  est  ici  question,  le  développement  offrira,  au  signe 
près,  chacun  des  termes  que  renferme  la  somme  alternée®,  et  deux 
termes  devront  encore  être  affectés  du  même  sisne  ou  de  signes  con- 
traires  dans  le  produit,  suivant  qu'ils  seront  affectés  du  même  signe 
OU  de  signes  contraires  dans  la  somme  CD.  Donc  la  somme  alternée  c& 
sera  égale  au  produit  obtenu,  comme  on  vient  de  le  dire,  ou  à  ce  pro- 
duit pris  en  signe  contraire. 

Réciproquement,  si  l'on  forme  un  produit  dont  les  divers  facteurs, 
correspondant  aux  diverses  équations  (32),  représentent  chacun  la 
somme  des  racines  primitives  de  l'une  de  ces  équations,  ou  une  somme 
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alternée  de  ces  racines,  il  est  clair  que  ce  produit  développé  sera  com- 
posé de  termes  égaux,  au  signe  près,  aux  diverses  racines  primitives 
de  l'équation  (  i),  et  pourra  être  considéré  comme  une  fonction  entière, 
non  seulement  d'une  racine  primitive  p  de  l'équation  (i),  mais  encore 
de  certaines  racines  primitives 

propres  à  vérifier  respectivement  les  équations  (32).  D'ailleurs,  dans 
ce  produit,  on  verra  évidemment  reparaître  les  mêmes  termes,  tous 
pris  avec  des  signes  contraires  à  ceux  dont  ils  étaient  d'abord  affectés, 
ou  tous  pris  avec  les  mêmes  signes,  quand  on  y  remplacera  la  racine  £ 
par  une  autre  racine  primitive  de  l'équation 

arv'=i, 

ou  la  racine  primitive  r)  par  une  autre  racine  primitive  de  l'équation 

./••'■"=  i, 

par  conséquent  aussi  quand  on  effectuera  simultanément  plusieurs 
remplacements  de  ce  genre,  ce  qui  revient  à  remplacer  la  racine  pri- 
mitive 

p  =  ÇyjÇ  . . 

de  l'équation  (i)  par  une  autre  racine  primitive  de  la  même  équation. 
Donc  le  produit,  formé  comme  nous  l'avons  dit,  ne  pourra  être  qu'une 
fonction  alternée  des  racines  primitives  de  l'équation  (i),  dans  le 
cas  où  il  ne  se  réduirait  pas  à  une  fonction  symétrique  de  ces  racines. 
11  est  bon  d'observer  que  la  somme  des  racines  primitives  de 
l'équation 

a  ■'  '  —  i, 

étant  égale  à  —  î ,  a  pour  carré  l'unité,  el  que  la  somme  alternée  de  ces 
racines  primitives,  quand  elle  ne  s'évanouit  pas,  offre  pour  carré  ±  v". 
Une  pareille  observation  pouvant  être  appliquée  à  chacune  des  équa- 
tions (32),  le  produit  de  plusieurs  fadeurs,  dont  chacun  sera,  ou  la 
somme,  ou  une  somme  alternée  des  racines  primitives  de  l'une  de  ces 
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('((nations,  devra  toujours,  quand  il  ne  s'évanouira  pas,  offrir  un  carré 
qui  soil  égal,  abstraction  faite  du  signe,  au  produit  <\c*  nombres 

.  ,     .'/,     .,■ 

ou  de  plusieurs  d'entre  eux,  par  conséquenl  à  /?,  ou  à  un  diviseur  de  n. 
D'ailleurs,  comme  nous  l'avons  prouvé,  le  premier  de  >^'>  deux  pro- 
duits peul  représenter  une  somme  alternée  quelconque  ©  des  racines 
primitives  de  l'équation  (i).  Donc,  si  une  semblable  somme  ne  s'éva- 
nonil  pas,  elle  offrira  pour  carré  ±  n,  ou  un  diviseur  de  ±  n. 
Observons  encore  qu'on  aura  toujours,  on 

(34)  ©  =  o, 
ou 

(35)  ®*-  =  ±n, 

si  chacun  des  facteurs  dn  produit  qui  représente  (Q  est  une  somme 
alternée.  Au  contraire,  si  l'un  de  ces  facteurs  est  la  somme  des  racines 
primitives  de  l'une  des  équations  (>2),  oà2,  en  cessant  d'être  nul,  sera 
généralement  de  la  forme 

(36)  (D2=±co, 

(o  étant  un  diviseur  de  n.  Alors  aussi,  ffi,  considéré  comme  fonction 
des  racines  primitives  des  équal ions  (  3'j),  sera,  pour  une  ou  pour  plu- 
sieurs des  équations  dont  il  s'agit,  fonction  symétrique  de  ces  racines. 
Pour  qu'on  trouve  en  particulier 

il  sera  nécessaire  que,  dans  le  produit  propre  à  représenter®,  chaque 

facteur  se   réduise  à  une  somme  alternée  différente  de  zéro.  C'est  ce 

qui  arrivera  lorsque,  dans  le  nombre  composé  //,  les  facteurs  premiers 

impairs  seront  inégaux,  le  facteur  pair,  s'il  existe,  étant  précisément 

i  ou  8. 

Soit  maintenant 

f(p) 
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une  fonction  entière  de  la  racine  primitive  p  de  l'équation  (i).  On 
pourra,  dans  cette  fonction,  réduire  l'exposant  de  chaque  puissance 
de  p  à  un  nombre  entier  plus  petit  que  n,  et  poser  en  conséquence 

(3;)  f(p)  =  a,+  a,p  +  a,p2  +  . . .  -+-  a,,-,?""1, 

a0,  a,,  a, a„_,  désignant  des  coefficients  indépendants  de  p.  Sup- 
posons d'ailleurs  que,  dans  le  cas  où  l'on  remplace  la  racine  primitive  p 
de  l'équation  (i)  par  une  antre  racine  primitive  p"1  de  la  même  équa- 
tion, les  différents  termes  contenus  dans  ï(p  )  se  transforment,  au  signe 
près,  les  uns  dans  les  autres,  et  que  deux  termes,  qui  se  déduisent 
ainsi  l'un  de  l'autre,  se  trouvent  toujours  affectés  du  même  signe  pour 

certaines  valeurs 

h,     h',     h", 

du  nombre  m,  mais  affectés  de  signes  contraires  pour  d'autres  valeurs 

/.,     k',    k\     ... 

du  même  nombre;  en  sorte  que,  sous  ce  point  de  vue,  les  entiers 

h,    k,    /,     ..., 

inférieurs  a  n  et  premiers  à  n,  se  partagent  en  deux  groupes 
//,     //',     h',    -...         el         /.,     /.',     k",     

Alors,  dans  lïp),  les  coefficients  a„  s'évanouiront  nécessairement, 
et  lïp)  sera  une  fonction  linéaire  de  chacune  des  sommes  algébriques 


(38) 


chacune  d'elles  étant  censée  ne  renfermer  que  des  termes  distincts  les 
uns  des  autres.  Sons  cette  condition,  les  sommes  algébriques  donl  il 

s'agit   se   réduiront  toujours,   ou,   comme  la   première,   a   une  somme 
alternée  des  racines  primitives  de  l'équation  (  i  >,  on  du  moins  a  des 

OF.uvresde  C.  —  S.   I.   t.  III.  33 


p/l  _!_  p/l  —  p/'"  _^ . 

■—?''     —P* 

-p*"-... 

pïA+  pi/i  ^_  pïA    __^ 

•— PS*—  P!*' 

-p>*'-... 

p3A_l_pSA'_j.  p3A'  +  #  , 

._  p3A_  p3A' 

—  p3k'— ... 
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sommes  alternées  dos  racines  primitives  d'équations  de  la  l'orme 

(39)  *-  =  i, 

les  exposants  ou  les  valeurs  de  a>  étant  des  diviseurs  de  n.  Cela  posé, 
dans  la  fonction  f(  p  ),  aussi  bien  que  dans  chaque  somme  alternée,  les 
termes  précédés  du  signe  -+-  seront  évidemment  en  même  nombre  que 
les  termes  précédés  du  signe  —  ;  et,  si  à  un  terme  que  précède  le 
signe  -f-  on  fait  succéder  un  terme  correspondant  que  précède  le 
signe  —,  on  pourra  obtenir,  pour  représenter  la  fonction,  une  suite 
de  tenues  alternativement  positifs  et  négatifs.  Pour  cette  raison,  nous 
désignerons  sous  le  nom  do  fonction  alternée  la  fonction  f(p),  formée 
comme  il  a  été  dit  ci-dessus.  Il  est  clair  qu'une  semblable  fonction 
pourra  seulement  acquérir  deux  formes  distinctes,  et  deux  valeurs 
égales  au  signe  près,  mais  affectées  <le  signes  contraires,  si  l'on  y 
remplace  une  racine  primitive  p  de  l'équation  (i)  par  une  autre  racine 
primitive  p'"  de  la  même  équation.  Ajoutons  qu'en  vertu  des  relations 
établies  par  la  formule  (33)  entre  les  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (i  )  et  celles  des  équations  (32),  toute  fonction  alternée  des  racines 
primitives  de  l'équation  (i)  sera  en  même  temps,  ou  une  fonction 
alternée,  ou  une  fonction  symétrique  des  racines  primitives  de  chacune 
des  équations  (32).  II  sera  maintenant  facile  de  trouver  la  forme  la 
plus  simple  à  laquelle  se  réduise,  pour  une  valeur  donnée  de  «,  une 
fonction  alternée  f(p)des  racines  primitives  de  l'équation  (i);  surtout 
lorsque  n  représentera  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  tel 
nombre.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Supposons  d'abord  que  le  nombre  n  se  réduise  à  un  nombre  pre- 
mier impair  v,  ou  à  une  puissance  de  ce  nombre  premier,  en  sorte 
qu'on  ait 


a 


l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à  l'unité.  Les  divers  diviseurs  du 
nombre  n,  y  compris  ce  nombre  lui-même,  ou  les  diverses  valeurs 
que  pourra  prendre  l'exposant  o>  dans  la  formule  (3<>),  seront  respec- 
tivement 

V,     V*,     v3,      .  . 


,a     i        ,.* 
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et  les  sommes  alternées  des  racines  primitives  de  l'équation  (  38  i,  qui 
correspondront  ii  ces  diverses  valeurs  de  co,  seront  toutes  nulles,  à 
l'exception  d'une  seule,  que  nous  désignerons  par  A,  et  à  laquelle  la 
fonction  f(p)  deviendra  proportionnelle;  on  sorte  qu'on  aura 

Uo)  f(p)=aA, 

a  étant  indépendant  de  p.  La  somme  A  dont  il  s'agit  sera  d'ailleurs  la 
somme  alternée  des  racines  primitives  de  l'équation 

qu'on  obtient  en  posant,  dans  l'équation  O9),  co  =  v. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  nombre  n  se  réduise  à  une  puis- 
sance 

2" 

du  nombre  2.  Alors,  pour  qu'on  puisse  former  avec  les  racines  de 
l'équation  (1)  une  fonction  alternée,  il  sera  nécessaire  que  cette  équa- 
tion offre  plus  d'une  racine  primitive  et  qu'on  ait  on  conséquence 

a>ï. 

Cela  posé,  n  pourra  être  l'un  quelconque  des  termes  de  la  progression 
géométrique 

4.      8,      16,       ...; 

et,  les  valeurs  de  eu,  dans  l'équation  (39),  devant  aussi  se  réduire  à 
dos  tenues- de  cette  progression,  la  somme  dos  racines  primitives  de 
l'équation  (3g  1  ne  pourra  cesser  de  s'évanouir  que  lorsqu'on  prendra 

«  -    \         ou         '<)  =  8. 

Donc  alors  une  fonction  alternée  i'(p)  dos  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (1)  renfermera  tout  au  plus  doux  tonnes  qui  ne  s'évanouiront 
pas,  ces  deux  termes  étant  proportionnels,  le  premier  a  une  fonction 
alternée  des  racines  primitives  <\e  l'équation 

(40  »*=i, 

le  second  à  une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de  l'équation 

(42)  X8=I. 


260  MÉMOIRE  SUR   LA   THÉORIE   DES   NOMBRES. 

Or,  évidemment  de  ces  deux  termes  le  premier  subsistera  seul,  si  l'on 
a  n  =  ï,  et  alors  la  fonction  alternée  f(p)  sera  encore  de  la  forme 
indiquée  par  l'équation  (  \o ),  la  valeur  de  A  étant 

A  =  p  —  p3  =  ±  2  \/ —  i . 

Si  ii  devient  égal  à  8,  on  aura  trois  cas  à  considérer,  suivant  que  le 
second  terme  deviendra  proportionnel  à  l'une  ou  à  l'autre  des  trois 
sommes  alternées 


(43)      4p-t-p3  —  p5  —  p7,       P  +  p5— p3  — p7  =  o,       p  +  p1  —  p3  —  ?*- 

Or,  quand  on  fait  successivement  coïncider  avec  chacune  de  ces  trois 
sommes  la  première  des  expressions  (38),  savoir 

p''-\-  p'1'-*-.  .  .—  pk — p*'— .  .  ., 

on  trouve  que  les  valeurs  correspondantes  de  la  seconde  expression 

réduite  à  ne  contenir  que  des  puissances  de  p  non  équivalentes  entre 
elles,  deviennent  respectivement 

(44)  O,  p'1—  p6=±2\/—l,  O. 

Donc,  n  étant  égal  à  8,  le  second  des  termes  dont  nous  avons  parlé 
disparait  lorsque  le  premier  subsiste,  et  réciproquement;  en  sorte  que, 
dans  ce  cas  encore,  la  fonction  i'(p)  est  de  la  forme  indiquée  par 
l'équation  (4°)»  A  désignant  une  somme  alternée  des  racines  primi- 
tives ou  de  l'équation  (4i)  ou  de  l'équation  (42)- 

Au  reste,  ces  conclusions  doivent  être  étendues  au  cas  même  où  n, 
étant  une  puissance  de  ï,  deviendrait  supérieur  à  8,  puisqu'alors  la 
fonction  f(p),  dans  laquelle  tous  les  termes  disparaîtraient,  à  l'excep- 
tion des  deux  termes  ci-dessus  mentionnés,  pourrait  encore  être  con- 
sidérée comme  une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (  '\2). 

Revenons  ;i  des  valeurs  quelconques  de  n,  et  posons  de  nouveau 

n  =  v"vSv.  ... 
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v,  v',  v",  ...  désignant  les  facteurs  premiers  de  //,  dont  l'un  pourra  se 
réduire  à  2.  Connue  nous  l'avons  déjà  dit,  une  l'onction  alternée  f(p) 
des  racines  primitives  de  l'équation  (1)  sera  en  même  temps  ou  une 
fonction  symétrique,  ou  une  fonction  alternée  des  racines  primitives 
de  chacune  des  équations  (32).  Occupons-nous  d'ailleurs  spécialement 
du  cas  où  f(p),  considéré  comme  fonction  des  racines  primitives  de 
l'une  quelconque  des  équations  (32),  est  toujours  une  fonction 
alternée,  jamais  une  fonction  symétrique  de  ces  racines;  ce  qui  sup- 
pose n  impair  ou  divisible  plusieurs  fois  par  le  facteur  2.  Dans  ce  cas 
spécial,  d'après  ce  qu'on  a  vu  tout  à  l'heure,  ou  la  fonction  f(p) 
s'évanouira,  ou  elle  deviendra  simultanément  proportionnelle  à  divers 

facteurs 

A,     A'.     Y,     ..., 

qui  représenteront  des  sommes  alternées,  respectivement  formées 
avec  les  racines  primitives  des  équations 

(45)  a"=i,         x*=\,        x'"=i, 

si  les  facteurs  premiers 

v,    v',    v",     ... 

sont  tous  des  nombres  impairs.  Donc  alors  ï(?)  sera  proportionnel  au 

produit 

A     A'     A"     .... 

qui  représentera  une  somme  alternée  des  racines  primitives  de  l'équa- 
tion 

(46)  ,r'Vv'...  =  I 
ou 

(4;)  *w=i, 

la  valeur  de  eu  étant 

(48)  W=:vv'v".  .  ., 

et  l'on  aura  en  conséquence 

f(p)=aAA'A"..., 
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a  désignant  dans  f(p)  le  coefficient  d'une  racine  primitive  de  l'équa- 
tion (46).  Si,  parmi  les  facteurs 


,i» 


le  premier  v  se  réduisait  à  2,  on  devrait  remplacer  la  première  des 
équations  (45)  par  l'équation  (4i)  ou  (4a)î  et  par  suite  ou  devrait, 
dans  la  formule  (49),  prendre  pour  A  une  somme  alternée  des  racines 
primitives  de  l'une  des  équations 


(00) 

Alors  le  produit 


A  A' A" 


serait  une  somme  alternée  des  racines  primitives  de  l'équation  (47), 
la  valeur  de  w  étant  donnée  non  plus  par  la  formule  (48),  mais  par 
l'une  des  deux  suivantes  : 

(01)  M=4v'v"...,         w  =  8vV 

D'ailleurs,  en  supposant  n  impair  avec  chacun  des  facteurs 

v,    v',    v",     ..., 
on  trouvera 

v-l  V-l  vIzii 

(52)  A2=(-i)  2   v,         A'2=(-i)   2    v',     '    A"*  =  (-.)    '    v", 
et,  par  suite, 

v  -1      v  -  1      v"-i 

(53)  A2A'2A"2...=  (-<)  *         2  ""vv'/..., 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(0  —  1 

(5^)  A2A'2A"2...=  (-i)    2    fi>=±u, 

la  valeur  de  eu  étant  donnée  par  la  formule  (48).  Si  au  contraire  on 
suppose  v  =  2,  «  étant  divisible  par  4  ou  par  8,  la  première  des  for- 
mules (52)  se  trouvera  remplacée  par  l'une  des  équations 

(55)  A2=r:-4,  A2=±8, 

et  la  formule  (53)  par  l'une  des  équations 

(56)  A2A'2A"2...=±4vV...,         A2A'2A"2...=z±8v'v"...; 
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par  conséquent  on  aura  encore 

(57)  A2A'-A"-...  =  ±w, 

la  valeur  de  o>  étant  donnée,  non  plus  par  la  formule  (4^)>  niais  par 
l'une  des  formules  (5i).  Dans  l'une  et  l'autre  hypothèses,  on  tirera  de 
la  formule  (  ^9) 

(58)  [f(p)]*  =  ±ua". 
L'équation  (58)  se  réduira  simplement  à 

(59)  [f(p)]s  =  ±*as, 
si  l'on  a 

(60)  *      u=  n. 

Or,  pour  que  le  nombre  w,  déterminé  par  la  formule  (48),  ou  par  l'une 
des  formules  (5i),  devienne  précisément  égal  à  n,  il  est  nécessaire  que 
les  facteurs  premiers  et  impairs  de  n  soient  inégaux,  le  facteur  pair, 
s'il  existe,  étant  \  ou  8. 

L'équation  (39)  se  réduira  en  particulier  à 

(«,,)  [f(p)p=«aî, 

si,  les  facteurs  premiers  et  impairs  du  nombre  n  étant  inégaux,  ce 
nombre  est  de  l'une  des  formes 

kx  -+-1,     4(4a?  n-  3), 

ou  bien  encore  de  l'une  des  formes 

S(,.r-hi),      8(4*4-3), 

pourvu  toutefois  que,  dans  ce  dernier  cas,  on  place  dans  le  même 
groupe  ceux  des  entiers 

h,     k,     /,     ... 

inférieurs  a  //.  mais  premiers  à  n,  qui,  divisés  par  8,   donnent  pour 

restes  1  et  7,  quand  -  est  de  la  forme   \r-\-\,  et  ceux  qui,  divisés 

par  8,  donnent  pour  restes  1  et  3,  quand  -  est  de  la  forme  \x  -+-  3. 
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Enfin  l'équation  ( .«))  se  trouvera  réduite  à 
(62)  [f(p)]*  =  -*a*. 

si,  les  facteurs  premiers  et  impairs  du   nombre  n  étant  inégaux,  ce 
nombre  est  de  l'une  des  formes 

4x-+-3,    4(4^-t-0> 

ou  bien  encore  de  l'une  des  formes 

8(4^  +  i),     8(4^  H-  3), 

pourvu  toutefois  que,  dans  ce  dernier  cas,  on  place  dans  le  même 

groupe  ceux  des  entiers 

h,    k,    l,     ... 

inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n,  qui,  divisés  par  8,  donnent  pour 
restes  i  et  3,  quand  |  est  de  la  forme  l±x  -+- 1,  et  ceux  qui  donnent  pour 

restes  i  et  7,  quand  |  est  de  la  forme  f\oc  +  3. 

Nous  observerons  en  finissant  que,  dans  le  cas  où  l'on  a  n  =  w,  et 
où  la  formule  (58)  se  réduit  à  la  formule  (5g),  le  produit 

AA'A"..., 

renfermé  dans  le  second  membre  de  la  formule  (4g),  se  réduit  à  une 
somme  alternée  cfi  des  racines  primitives  de  l'équation  (i).  Donc  alors 
la  formule  (49)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 
(63)  f(p)  =  a(D. 

Or,  en  élevant  au  carré  chaque  membre  de  cette  dernière  formule,  et 
ayant  égard  a  l'équation  (35),  on  retrouvera,  comme  on  devait  s'y 
al  tendre,  l'équation  (">()> 
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NOTE     VIII. 

PROPRIÉTÉS    DES    NOMBRES    QUI,    DANS    UNE    SOMME    ALTERNÉE    DES    RACINES    PRIMITIVES 
DINE   ÉQUATION    BINOME,  SERVENT    D 'EXPOSANTS   AI  A    DIVERSES  PUISSANCES   DE  L*CNE 

DE    CES    RXC1NES. 

Soient,  comme  dans  la  Note  précédente  : 

n  un  nombre  entier  quelconque; 

//,  /•,  /,  . . .  les  entiers  inférieurs  a  n,  et  premiers  à  n  ; 

\  le  nombre  des  entiers  h,  k,  /,  ...  ; 

p  une  racine  primitive  de  l'équation 

(.)  *»=!, 

et 

(  2  )  <B  =  pA  -+-  p/l'  4-  pA"  4- . . .  —  p*  —  p*'  —  pA'"  —  .  .  . 

une  somme   alternée  des  racines  primitives  de  cette  équation,   les 

entiers 

h,     k,    l,     ... 

étant  partagés  en  deux  groupes 

h,     h',     h",      ...         et         k,     k',     k",     .... 

de  telle  manière  qu'un  changement  opéré  dans  la  valeur  de  la  racine 
primitive  p  puisse  produire  un  changement  de  signe  dans  la  somme  CD, 
sans  avoir  jamais  d'autre  effet  sur  cette  même  somme.  Enfin,  supposons, 
pour  plus  de  commodité,  que  le  nombre  i  fasse  partie  du  groupe 

h,    h',     h\     .... 
Si  le  nombre  n  est  premier,  il  sera  en  même  temps  impair,  et  l'on  aura 

N  =  n  -  i . 

Alors  aussi,   d'après   ce   qui   a   été  dit  dans  la  Note  précédente,  les 

nombres 

h,    h',    h",     ... 

OFAivrcs  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  3  \ 
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seront  résidus  quadratiques  suivant  le  module  n,  et  racines  de  l'équa- 
tion 

n  —  1 

(3)  x  2    =  i  (inod.  n), 

en  sorte  que  chacun  d'eux  vérifiera  la  condition 


(4) 


Au  contraire  les  nombres 

k,     k',     k",     ... 

seront  non-résidus  quadratiques  suivant  le  module  /?,  et  racines  de 
l'équivalence 

n  — 1 

(5)  x  2    =  —  r  (mod.  n), 

en  sorte  que  chacun  d'eux  vérifiera  la  condition 

[£]=-■ 

D'ailleurs,  pour  chacune  des  équations 


x    *     -—  I ,  X 


la  somme  des  racines  se  réduira  toujours  à  zéro,  lorsque sera  un 

nombre  entier  supérieur  à  l'unité;  et,  par  conséquent,  pour  chacune 
des  formules  (3),  (5),  la  somme  des  racines  sera  équivalente  à  zéro, 
suivant  le  module  «,  lorsqu'on  aura 

n  —  i  _ 
>i,        n>  3. 


Donc,  n  étant  un  nombre  premier  supérieur  à  3,  on  aura  toujours 
(7  )  h-+-h'-h  h"  -h. .  .=  k  -+-  k'  +  k" -+- . . .  =  o. 

La  formule  (7)  comprend  évidemment   un   théorème   qu'on  peut 
énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  [.  —  n  étant  un  nombre  premier  supérieur  à  3,  si,  parmi  les 
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entiers  inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n,  on  distingue  les  résidus  quadra- 
tiques 

h,    h',    //",     ... 

et  les  non-résidus  quadratiques 

k,     k',     k",     .... 

la  somme  h  -t-  h'  -+-  h  "  -+- . . .  des  résidus  et  la  somme  k  -+-  k'  +  k"  -+- . . . 
des  non-résidus  seront  l'une  et  l'autre  divisibles  par  n. 

Ainsi,  en  particulier,  on  trouvera,  pour  n  —  5, 

h  +  h' =z  5  =  o  (mod.5). 

A-t-A'=5  =  o  (mod.5), 


h  =  l, 

A'=4, 

k  =  2, 

A'  =3, 

pour  «  =  7, 

h  =  3,        h  — 

2, 

*'=4, 

/j  +  A-t-A'—   7=0  (niod.7), 

A-  =  1 ,         A'  =  5,         A"  =  6,         A-  +  A-  -+-  A"=  1  /,  =  o  (  mod.  7  ), 

etc.  Mais,  si  l'on  prend 

n  =  3, 
on  aura 

h  =  1 ,        A-  =  2 , 

et  la  condition  (7),  qui  cessera  d'être  vérifiée,  se  trouvera  remplacée 

par  la  suivante  : 

li  = — /t=i         (mod.  3). 

On  pourrait  démontrer  encore  le  premier  théorème  comme  il  suit. 

n  étant  un  nombre  premier  impair,  nommons  s  une  racine  primitive 

de  l'équivalence 

x"~l  =  1         (mod.  n). 

Les  entiers  inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n,  seront  équivalents  aux 
diverses  puissances  de  s  d'un  degré  plus  petit  que  n—i,  savoir,  les 
résidus  quadratiques  aux  puissances  paires 

I,     s»,     s*,      ...,     s'1-3, 

et  les  non-résidus  aux  puissances  impaires 
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On  trouvera,  par  suite, 

s"-1  —  r 

h  ■+■  h'  -h  h" -\- . . .  ==  .v  -h  .s-  -f-  s*  4- ...  -+-  v"-3  ==  — =  o         (  mod.  n  ), 

.v2  —  i 

.9"_1  I 

k  +  /.'+/,'  +  ...  =  .v  +  .v3  -f-  i5  + ...  +  .s" -2  =  — ; =  o         ( mod .  n  ), 

excepté  dans  le  cas  où,  n  étant  égal  à  3,  on  aurait  non  seulement 

.?"-'=  i         (  mod.  //  ), 

mais  encore  n  —  i  =  2,  et  par  conséquent 

s*  =  1         (mod.  n). 

Supposons  maintenant  que  n  devienne  une  puissance  d'un  nombre 
premier  impair  v,  en  sorte  qu'on  ait 

n  —  v. 
Alors  on  trouvera 

N  =  v-'(v—  1)  =  ni  1—  - 

Alors  aussi 

h,     h',     h',     ... 

seront  résidus  quadratiques  suivant  le  module  //,  et  racines  de  l'équi- 
valence 

N 

(8)  x%  =  1  (mod.  n), 

tandis  que 

k,     A',     A",     ... 

seront  non-résidus  suivant  le  module  n,  et  racines  de  l'équivalence 

N 

(9)  a;'2  = —  1  (mod.  n). 

Donc,  si,  en  nommant  /  un  nombre  entier  premier  à  n,  on  désigne  par 

I  "  ! 
le  reste  -h  1  ou  —  1,  qu'on  obtient  en  divisant  par  n  la  puissance 

N 
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chacun  des  nombres  A,  h',  h",  ...  vérifiera  encore  la  condition  (  \),  el 
chacun  des  nombres  /-,  k\  kf\  ...  la  condition  (6).  D'autre  part, 
chacun  des  groupes 

h,    h',    li',     .... 
k,    /.•',     k",     ... 

pouvant  èlre  décomposé  (p.  248-249)  en  plusieurs  suites  de  termes 
de  la  forme 

/,       /  +  V,       l  -+■  2  V,       .  .  . ,       l  -+-  II  —  V, 

et  la  somme  de  ces  derniers  termes  étant  égale  à 


-J   \  2 

par  conséquent  divisible  par  v"  '  =  ->  il  est  clair  que,  dans  l'hypo- 
thèse admise,  la  formule  (7)  pourra  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Ainsi,  en  particulier,  on  trouvera  pour  n  =  9  =  32, 

h  =  i,         //'=.'i,         h"—'],        A-+-A'+A'=i2=o         (mod.  3), 
A  =2,         À-'— 5,         /,"=8,         k-+-k'  +  A"=i5=o         (mod.  3). 

La  formule  (11)  renferme  un  théorème  qu'on  peut  énoncer  comme 
il  suit  : 

Théorème  II.  —  v  étant  un  nombre  premier  impair,  et  n  =  v"  une  puis- 
sance dev  dont  le  degré  surpasse  l'unité,  si  parmi  les  entiers  inférieurs 
à  n,  mais  premiers  à  n,  on  distingue  les  résidus  quadratiques 

h,     k1,    h",     . . . 
et  les  non-résidus 

k,     le',     k",      ..., 

la  somme  h  -h  li  -h  h "  -h  . . .   des  résidus  el  la  somme  k •  -h  k'  -h  k"  -+- . . . 
des   non-résidus  seront,   l'une  el  l'autre,  divisibles  par  v"-1    ou,  ce  qui 

revient  au  même,  pur  -  • 


-270  MÉMOIRE   SLI{    LA   THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Au  reste,  on  pourrait  encore  établir  le  théorème  II  de  la  manière 

suivante  : 

Si,  en  supposant 

n=va        et        N  =  v*-'(v  —  j), 

on  nomme  s  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

,rN:=  i         (mod.  n), 

on  trouvera,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons 
précédemment  fait  usage, 

V^  —  I 

h  +  //'+/*"-+-...=  i  +  5-4-  s''-h. .  .4-sN_2  =    -7—  (mod.  n), 

s-  —  I 

,VN  —  I 

A  4-  A''  ■+-  k" 4-  . . .  =  s 4- s3  4-  55 4- .  .  •  4-  sN~2  =  s ( mod .  /*) , 

5-—  i 

e/,  par  suite, 

{s"'—i){h  +  h'+h"  +  ...)=     s*  —  i   =o        (mod.n), 
(s*—  i)(*  +  i'  +  F  +  ...)  =  ^-  i)  =  o         (mod./i). 

Donc  chacun  des  produits 

(*,-i)(A  +  A'+A,  +  ...).         (  52  -  i  )  (  A-  4-  A-  '  4-  A-  "  4- . . .  ) 
sera  divisible  par  n  =  V1',  et,  dans  chacun  d'eux,  le  second  facteur 

/j  +  A'  +  A"+ . . .  ou  k  4-  A'  4-  k"  4-  . .  . 

sera  nécessairement  divisible  par  va~\  si  le  premier  facteur 


ne  peut  être  qu'une  seule  fois  divisible  par  v.  Or,  c'est  précisément  ce 
qui  arrivera.  Car,  si  le  facteur  s2  —  î  était  seulement  divisible  parv2, 

on  en  conclurait 

.s7-1^  i         (mod.  v2), 

et,  par  suite  (voir  la  note  placée  au  bas  de  la  page  8i), 

sv(v-d     =  ,        (mod.  v3), 

.vv(v-i)    =,         (mod.  v4), 


çV—'(V    -1)  = 


i  (mod.  va). 
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Donc  s  vérifierait  la  formule 

sv— »(v-i.)  =  ,        (mod.  v«), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  formule 

N 

s2  =  i  (m od.  n  ), 

et  ne  pourrait  représenter,  comme  nous  le  supposons,  une  racine  pri- 
mitive de  l'équivalence 

xK=  i         (moil.  n). 

Lorsque  v  est  de  la  l'orme  (\x-\-  i,  et  n  de  la  forme  va,  l'exposant  a 
étant  supérieur  à  l'unité,  alors 

N         .   .v  —  i 


est,  ainsi  que ,  un  nombre  pair;  donc,  par  suite,  la  quantité  —  i 

vérifie  l'équation 


N 
Xi  =  I 


et  représente  un  résidu  quadratique  suivant  le  module  ri.  D'ailleurs, 
/et  m  étant  premiers  à  n,  les  deux  nombres 

/,    ml 

sont  toujours  en  même  temps  ou  résidus  ou  non-résidus.  Donc,  dans 
le  cas  que  nous  considérons  ici, 

/    et     —  /    on     n  —  l 

seront  en  même  temps  résidus  ou  non-résidus,  et  la  somme  des  résidus 

//,      h  ,      li' ,      ... 

se  composera,  ainsi  que  la  somme  des  iwm-ivsidus.  de  termes  qui, 
ajoutés  deux  à  deux,  donneront  des  sommes  partielles  égales  à  n.  En 
conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 
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Théorème  III.  —  v  étant  un  nombre  premier  de  la  forme  l\x  +  i,  et 

n  =  v"      ■ 

une  puissance  de  v,  dont  le  degré  a  surpasse  l'unité,  si,  parmi  les  entiers 
inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n,  on  distingue  les  résidus  quadratiques 

h,     lt' ,     h", 
et  les  non-résidus 

la  somme  h  +  h'  +  h"  + . . .  des  résidus  et  la  somme  k  +  1t'  +  k"  -\- . . . 
des  non-résidus  seront,  l'une  et  l'autre,  divisibles  par  n. 

Ainsi,  en  particulier,  on  trouvera,  pour  n  =  ij  =  52, 

h  -+-  /('  -+-  II"  -+-  .  .  .  =  1  +  4  +  6  -h  9  -r-  I  l  +-  '  4  +  1 1>  +  1 9  -H  2  I  -+-  24 

=  1  +  4  +  6  +  9  +  11  —  11  —   9  —   6  —    4  —    i==o 

(  1110(1.    25), 

k  +  /,-'  +  />•"  +  ...  =  2  +  3  +  7  +  8  +  1 2  +  1 3'+  1 7  +  1 8  +  22  +  23 

=  2  +  3  +  7+8  +  12  —  12  —   8  —   7  —    3  —    2=0 
(mod.  25). 

Aux  théorèmes  I,  II,  III  on  peut  évidemment  joindre  le  suivant  : 

Théorème  IV.  —  n  représentant  un  nombre  entier  supérieur  à  2,  la 
somme  des  entiers  inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  /?,  sera  divisible  par  n, 
de  sorte  qu'en  désignant  ces  entiers  par 

/',     k,     l,     ... 
on  aura 

(11)  /<  +  /,  +  /  +  ...  =  o        (  mod.  n ). 

Effectivement,  les  entiers  inférieurs  à  n  et  premiers  à  n,  étant  deux 

à  deux  de  la  forme 

/,    n  —  /, 

fourniront  des  sommes  partielles  toutes  égales  à  n.  On  doit  seulement 
excepter  le  cas  où  les  nombres 

/,     n  —  l 
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pourraient  devenir  égaux,  en  restant  premiers  à  n.  Or,  l'équation 

1  —  n  —  L 


donne 


'=;"■ 


et  pour  que  -n  soit  entier,  mais  premier  à  n,  il  faut  qu'on  ait  n  =  -j. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  présenterons  une  observation  impor- 
tante. La  somme  alternée  <£>  étant  déterminée  par  la  formule  (2),  et  le 
groupe  des  exposants 

h,     h',     h\     ... 

étant  supposé,  dans  celte  somme,  renfermer  l'exposant  1,  enfin,  le 
nombre /étant  inférieur,  ou  même  supérieur  à  //,  mais  premier  à  n; 
si,  dans  la  somme  alternée  (0,  on  remplace  p  pars',  alors,  suivant  que  / 
sera  équivalent  à  l'un  des  nombres 

h,    h',    h\     ... 

ou  à  l'un  des  nombres 

k,     k',     k",     .... 

cette  même  somme  se  trouvera  multipliée  par  -+-  1  ou  par  --  1,  c'est- 
à-dire  que  les  termes  précédés  du  signe  -h  s'y  trouveront  échangés  ou 
non  contre  les  ternies  précédés  du  signe  -,  cette  espèce  de  multipli- 
cation ou  d'échange  ayant  lieu  dans  le  cas  même  où  n  renfermerait  des 
facteurs  égaux,  et  où,  par  suite,  en  vertu  des  propriétés  de  la  racine  p, 
la  somme  alternée  (0  s'évanouirait.  D'ailleurs,  si  //  est  un  nombre  pre- 
mier ou  une  puissance  d'un  tel  nombre,  on  aura,  dans  le  premier  cas, 


dans  le  second  cas 


[=]  = 


Donc,  alors,  changer,  dans-la  somme  alternée  ©,  p  en  d  revient  à  mul- 
tiplier cette  somme,  ou  plutôt  ses  divers  termes,  par    *-•  • 
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Concevons  à  présent  que  n   représente    un    nombre   impair  quel- 
conque. Il  sera  le  produit  de  facteurs  premiers  impairs 

■a        •/         «» 


élevés  à  diverses  puissances;  et,  si  l'on  désigne  les  exposants  de  ces 
puissances  par 

on  aura 


a,     b,     c, 


(12)  «ZZ'/'/'ï'1",  ..., 

(1 3  )  N  =  v«-'  v'6-1  v*"-1 . . .  (v  —  1)  (v'—  1)  (v"  —  1). 


;    -7.-7 


Soient  d'ailleurs 

des  racines  primitives  qui  appartiennent  respectivement  aux  diverses 
équations 

(i4)  x^=i,  œv''=\,  œy"c=i,  

On  pourra  prendre 

(i5)  P=.%nZ  — 

Soient,  de  plus, 

A,     A',     A", 

des  sommes  alternées,  respectivement  formées  avec  les  racines  pri- 
mitives de  la  première,  ou  de  la  seconde,  ou  de  la  troisième,  etc.  des 
équations  (i4)>  et  de  manière  que  la  racine 

£         on         r>         ou         Ç,      . .  . 

représente  l'un  des  termes  affectés  du  signe  -h.  D'après  ce  qui  a  été  dit 
dans  la  Note  précédente,  si  la  somme  alternée  ®  est  en  même  temps 
une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de  chacune  des  équa- 
tions (i^),  non  seulement  cette  somme  (©vérifiera  l'une  des  condi- 
tions 

(16)  (0  =0, 

(.7)  ®>=±n, 
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mais  on  outre  le  produit 

AA  A  . .. 

sera  égal,  au  signe  près,  à  la  somme  (E>;  et  comme,  dans  ce  produit, 
aussi  bien  que  dans  la  somme  cï),  le  terme 

frÇ... 

sera  évidemment  affecté  du  signe  -f-,  on  aura  nécessairement 

(18)  c©  =  AAA. ... 

Il  y  a  pins  :  les  divers  termes  compris  dans  la  somme  o  seront  les  pro- 
duits partiels  qu'on  peut  former  en  multipliant  les  divers  termes  de 
la  somme  A  par  les  divers  termes  de  la  somme  A',  puis  par  les  divers 
termes  de  la  somme  A',  et  ainsi  de  suite.  Cela  posé,  on  pourra  facile- 
ment décider  si  un  entier  /,  inférieur  à  n  et  premier  à  n,  fait,  partie  du 

groupe 

/>,     h',     h',      ... 

ou  du- groupe 

k,    k',    k",     .... 

En  effet,  pour  y  parvenir,  il  suffira  de  savoir  si,  dans  la  somme  Œ>,  les 
termes  précédés  du  signe  +  se  trouvent  échangés  ou  non  contre  les 
termes  précèdes  du  signe  —,  quand  on  remplace 

p  —  hX-  ■  ■  par         p'  —'i'r/Z'.  .  . , 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand  on  substitue  simultanément 

l'     à     ;,         r/     à     n,         V     à     Ç,  .... 

Or,  de  ces  diverses  substitutions,  la  première  équivaut  à  la  multipli- 
cation des  divers  termes  de  la  somme  A  par 

v 
la  seconde  à  la  multiplication  des  divers  fermes  de  A'  par 


[*} 
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la  troisième  à  la  multiplication  des  divers  termes  de  A"  par 


Œ 


etc.  Donc,  en  vertu  de  ces  substitutions  réunies,  les  divers  termes 
du  produit  AA'A". . .  ou  de  la  somme  CD  pourront  être  censés  multipliés 
par 


ou  du  groupe 


Donc,  en  définitive,  /fera  partie  du  groupe 

h,     h',     h",     .  .  . 

k,     k',     k",     . . ., 
suivant  que  le  produit 


sera  égal  a  -h  i  ou  a  —  i . 


l 

y*. 

'  l 

y' a 

Si,  en  supposant  toujours 


—  ^a  W /',."<■ 


rt  =  V"V"V 


on  se  sert  de  la  notation 


pour  représenter  le  produit 


on  déduira  immédiatement  des  principes  que  nous  venons  d'établir  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Soient  n  un  nombre  impair;  v,  v',  v",  . . .  ses  facteurs 
premiers  ;  a,  b,  c,  ...  les  exposants  de  ces  facteurs  dans  le  nombre  n; 
I  un  des  entiers  inférieurs  à  n  mais  premiers  à  n  ;  et  p  une  des  racines 
primitives  de  l'équation  (i).  Si  une  somme  alternée  dd  de  ces  racines  est 
en  même  temps  une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de  chacune 


NOTE   VIII.  277 

des  équations  (  i4),  les  deux  termes 

?>     ?' 

seront,  dans  la  somme  alternée  tQ,  affectés  du  même  signe  ou  de  signes 
contraires  suivant  qu'on  aura 


(■9) 


\j] 


i         un 


lien  résulte  encore  que,  dans  le  cas  où,  comme  nous  l'avons  supposé, 
le  groupe  des  nombres 

h,    li ,     h" , 

renferme  l'unité,  l  fait  partie  ou  non  de  ce  même  groupe  suivant  que  la 
première  ou  la  seconde  des  formules  (  it))  se  vérifie. 

Supposons  maintenant  que,  n  étant  déterminé  par  la  formule  (12), 
et /désignant  l'un  des  nombres  entiers  inférieurs  à  />,  on  nomme 

X,     /.',     À",     ... 

les  restes  positifs  qu'on  obtient  quand  on  divise  successivement  /  par 
chacun  des  nombres 

"    y       "     t       '      >        .... 

L'équation 


P  =  fr*. 


donnera  non  seulement 


p'=ÊVÇ'..., 


mais  aussi 

(20)  ù'—'i'-u'^...; 

et  pareillement  la  formule 

\ji\  =  [ï=J  LH  |_^ 
entraînera  la  suivante  : 


(21) 


|_»J  ~   |_v"J  [v'*J  |  v- 
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D'ailleurs  les  diverses  racines  primitives  de  l'équation 

x'a  —  I 

seront  les  diverses  valeurs  qu'on  obtient  pour 

en  prenant  successivement  pour  X  tous  les  entiers  intérieurs  à  va 
et  premiers  à  v".  De  même  les  diverses  racines  primitives  de  l'équa- 
tion 

seront  les  diverses  valeurs  qu'on  obtient  pour 

ri'', 

en  prenant  successivement  pour  À'  tous  les  entiers  inférieurs  à  v*  et 
premiers  à  Vb;  etc.  Donc,  en  vertu  du  théorème  IV  de  la  Note  VI, 
les  diverses  racines  primitives  de  l'équation  (i)  seront  représentées 
par  les  diverses  valeurs  du  produit 

correspondant  aux  divers  systèmes  de  valeurs  que  peuvent  acquérir 
les  exposants 

quand  on  prend  pour  A  un  entier  inférieur  à  v",  mais  premier  à  v", 
pour  A'  un  entier  inférieur  à  v'*,  mais  premier  à  v'*,  pour  À"  un  entier 
inférieur  à  v//c,  mais  premier  à  v"1',  etc.  Donc,  puisque  les  diverses  ra- 
rines  primitives  de  l'équation  (i)  peuvent  encore  être  représentées  par 
les  diverses  valeurs  qu'on  obtient  pour 

en  prenant  successivement  pour /tous  les  entiers  inférieurs  à  n,  mais 

premiers  à  n,  on  peut  affirmer  non  seulement  qu'à  chaque  valeur  de  / 

correspondra,  comme  il  était  facile  de  le  prévoir,  un  seul  système  des 

valeurs  de 

A,     V,     1",      .  .  ., 
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mais,  réciproquement,  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  X,  X',  À". . . . 
correspondra  une  valeur  de  /. 

Il  est  bon  d'observer  encore  que,  le  nombre  n  étant  impair,  la 
somme  alternée  o,  déterminée  par  l'équation  (2),  ne.  pourra,  en  vertu 
des  principes  établis  dans  la  Note  précédente,  vérifier  la  formule  (17  ), 
ou 

que  dans  deux  cas  particuliers,  savoir  :  1"  lorsque  n  sera  un  nombre 
premier;  2"  lorsque,  n  étant  le  produit  de  facteurs  premiers  inégaux 


ûô  sera  une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de  chacune  des 
équations 

(22)  X*=I,  xv=\,  a?v"=i,  .... 

Ajoutons  que,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  aura 

CD2==/?, 

si  n  est  de  la  forme  l\x  -h  1,  et 

(Q-  —  —  n, 

si  n  est  de  la  forme  \.r  -+-  3. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  dans  l'équation  (1)  l'expo- 
sant n  était  un  nombre  impair.  Concevons  maintenant  qu'il  devienne 
un  nombre  pair,  et  supposons  d'abord  qu'il  se  réduise  à  une  puissance 
de  2. 

Pour  qu'on  puisse  former  avec  les  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (1  >  une  somme  alternée 

CD  =  o'<  -+-  p'''  4-  pA"  -h . . .  —  p*  —  p*'  —  p** 

il  sera  nécessaire  que  la  puissance  de  ^,  représentée  par  n,  soit  une 
puissance  supérieure  à  la  première,  par  conséquent  un  terme  de  la  pro- 
gression géométrique 

4,     8,      16,      .... 
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Alors,  on  pourra  supposer,  si  n  est  égal  à  /j, 

(S  =  p  —  p:i; 
et  si  n  est  égal  à  8, 

(D  =  p  +  p3—  p5  —  p7, 

ou  bien 

(0  —  p  +  p5  —  p3  —  p7, 

ou  bien  encore 

(0  =  p  -+-  p7  —  p3  —  p5, 

etc.  Alors  aussi  la  formule  (17)  ne  pourra  être  vérifiée  que  dans  trois 
cas  spéciaux,  savoir  :  i°  lorsque,  n  étant  égal  à  4,  on  aura 

cD  =  p  — p3,  Cô2  =  — 4; 

2°  lorsque,  n  étant  égal  à  8,  on  aura 

à)  =  p+-p3  —  p5—  p7,         (02=:— 8; 

3°  lorsque,  n  étant  égal  à  8,  ou  aura 

(û  =  p  +  p7—  p3—  p5,         (fi2  =8. 

Or,  de  ces  trois  cas  le  dernier  est  le  seul  dans  lequel  les  sommes 

h  ■+■  h'  + . . . ,        /,  +  k'  + . . . 

deviennent  divisibles  par  n.  En  effet,  on  aura  dans  le  premier  cas 

h  =  1 ,  /f  =:3, 

par  conséquent 

/j  =  —  /f  =  1  (  mod.  n  )  ; 

dans  le  second  cas 

/i  +  A'=i+3  =  4,         />  +  *'  =  5  +  7  =  1 2, 

par  conséquent 

h  4-  h1  -=  k  +  k'  =  -n         ( mod.  n)  ; 
2 

et  dans  le  troisième  cas 

A  +  A'=  1  +  7  =  8,        /•  +  /•'  =3  +  5  =  8, 

par  conséquent 

h  +  h'=k  +  k'=n. 
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Concevons  maintenant  que  n,  étant  un  nombre  pair,  ne  se  réduise 
plus  à  une  puissance  de  2.  Si  l'on  nomme  v,  v',  v",  ...  les  facteurs  pre- 
miers de  n,  dont  l'un,  v  par  exemple,  se  réduira  simplement  au 
nombre  2,  on  pourra  supposer  encore  la  valeur  de  n  déterminée  par 
l'équation  (12),  et  la  valeur  de  p  par  l'équation  (i5), 

l,    -n,    K,     ... 

diésgnant  des  racines  primitives  qui  appartiennent  respectivement  à  la 
première,  à  la  seconde,  à  la  troisième,  etc.  des  formules  (i4)-  H  y  a 

plus  :  si  l'on  nomme 

A,     A',     A",     ... 

des  sommes  alternées  respectivement  formées  avec  les  racines  primi- 
tives de  la  première,  de  la  seconde,  de  la  troisième,  etc.  des  équa- 
tions (i4)>  et  de  manière  que  la  racine 

;      011     n     0(1     ç 

représente  l'un  des  termes  affectés  du  signe  -+-  ;  si  d'autre  part  on 

nomme 

>.,    V,    1",     ... 

les  restes  qu'on  obtient  quand  on  divise  successivement  par  chacun 
des  facteurs 

v<*         v'b        \i"<" 

*   >       *     1       *     j        •  •  • 

un  entier  /  inférieur  à  n,  mais  premier  à  n,  on  se  trouvera  de  nouveau 
conduit  aux  formules  (18)  et  (20)  :  et  l'on  conclura  toujours  de  la 
formule  (20)  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de 

1,    >.',    y,     ... 

correspond  une  seule  valeur  de/.  D'ailleurs  la  formule  (18)  fournira 
encore  le  moyen  de  décider  si  un  entier/,  inférieur  h  n,  mais  premier 
à  n,  fait  partie  du  groupe 

h,    h',    h',     ... 

qui  par  hypothèse  renferme  l'unité,  ou  du  groupe 

/.,    /',     k",     .... 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  36 
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En  effet,  pour  y  parvenir,  il  suffira  do  savoir  si,  dans  la  somme  CD,  les 
termes  du  signe  -+-  se  trouvent  échangés  ou  non  contre  les  termes  pré- 
cédés du  signe  —,  quand  on  remplace 


p—lriK. 


par 


P'=|W. 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand  on  substitue  simultanément 


V 


à     h 


a     ri, 


V     à     Ç, 


Or,  de  ces  diverses  substitutions,  la  seconde,  la  troisième,  ...,  simul- 
tanément effectuées,  changeront  ou  ne  changeront  pas  les  termes  pré- 
cèdes d'un  signe  en  ceux  que  précède  le  signe  contraire,  par  exemple, 
les  termes  affectés  du  signe  -4-  en  ceux  qu'affecte  le  signe  —,  suivant 
que  l'expression 

/ 


v"> 


w 


sera  égale  à  -h  i  ou  à  —  i.  Cela  posé,  en  passant  du  cas  où  la  lettre  n 
désigne  un  nombre  impair  au  cas  où  cette  lettre  représente  un 
nombre  pair,  on  obtiendra,  au  lieu  du  théorème  V,  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  YI.  —  Soient  n  un  nombre  pair, 


ses  facteurs  premiers, 


V  =  2,       V  ,       V  , 


a,     b,     c, 


les  exposants  de  ces  facteurs  dans  le  nombre  n,  l  un  des  entiers  infé- 
rieurs à  n  et  premiers  à  n,  et  p  une  des  racines  primitives  de  l'équa- 
tion (i).  Si  une  somme  alternée  cô  de  ces  racines  est  en  même  temps  une 
fonction  alternée  des  racines  primitives  de  chacune  des  équations  (i4)> 
et  a,  en  conséquence,  pour  facteur  une,  somme  alternée  A  des  racines 
primitives  %■,  ç',  ...  de  l'équation 


(23) 


x*  =  i, 


les  deux  termes 
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seront,  dans  la  somme  alternée  (Q,  affectés  du  même  signe  :  i°  lorsque  les 
termes 

S.    V 

étant  affectés  du  même  signe  dans  la  somme  alternée  1,  on  aura 

r    / 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(24) 

2°  lorsque  les  termes 


m 


—  •; 


';/ 


étant  affectés  de  signes  contraires  dans  la  somme  alternée  A,  on  aura 

l 


'b,."c 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(25) 


Considérons  en  particulier  le  cas  où,  re étant  pair,  la  somme  (0  vérifie 
la  condition  (17),  savoir  : 

a)2  =  ±  n. 

Dans  ce  cas,  en  vertu  des  principes  établis  dans  la  Note  précédente, 
(D  sera  nécessairement  une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de 
chacune  des  équations  (i4)>  et,  de  pins,  on  aura,  d'une  part, 


ou 

d'autre  part, 


a  ■=.  2,  2a=:  4, 

a  =  3,  2"=  S; 


b  =  i,         c  =  i , 


«  =  2"V'V'    .  ... 
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Or,  supposons  d'abord 

Alors  on  trouvera 

«  =  4vv'v'/...,         A  =  p  —  p3  =  p1  —  p-1, 
et  le  théorème  VI  entraînera  le  suivant  : 

Théorème  VII.  —  Soient  n  un  nombre  pair  divisible  par  l\, 


les  facteurs  premiers  T  ■>  supposés  impairs  et  inégaux,  l  un  des  entiers 

inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n,  et  p  l'une  des  racines  primitives  de 
l'équation 

Xn  =  I  . 

Si  une  somme  alternée  tO  de  ces  racines  vérifie  la  condition 

Q>'  —  ±.n, 

non  seulement  (0  sera  une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de 
chacune  des  équations 

(26)  xk=i,  a?v'=:i,  o;v"=j,  ..., 

mais  de  plus  les  deux  termes 

P>    P1 

seront,  dans  la  somme  alternée  cD,   affectés  du  même  signe  quand  on 
aura  simultanément 


1=  1  (mod.  4),  =  '» 

ou  bien 


(27 

1=    -  1         (mod.  4), 
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et  affectés  de  signes  contraires,  quand  on  aura 


(28) 


/=  1  (mod.  '1), 

ou  bien 

/  =  —  1         (mod.  4). 


m 


Supposons,  en  second  lieu. 

2a=8. 

Alors  on  aura 

n  =  8v'v"...; 

et,  si  l'on  veut  que  la  fonction  alternée  Œ>  vérifie  la  condition 

(Ô2=  n, 

on  devra  supposer 

A  =  p  -+-  p7  —  p3  —  p5,         lorsque  n  sera  de  la  forme  kx  +  i> 

et 

A  =  p  -f-  p3 —  p5 —  p7,         lorsque  n  sera  de  la  forme  !\x  -+-3. 

Au  contraire,  si  l'on  veut  que  la  somme  alternée  co  vérifie  la  condition 

t.05  —  —  /i, 
on  devra  supposer 

A  =  p  h-  p3 —  p3 —  p7,         lorsque  /«  sera  de  la  forme  4^  4-  1, 
et 

A  =  p  -+-  p7  —  p3 —  p5,         lorsque  n  sera  de  la  forme  ^x  -+- 1. 

Cela  posé,   le   théorème  VI  entraînera   évidemment    les    propositions 
suivantes  : 

Théorème  VIII.  —  Soient  n  un  nombre  pair  divisible  par  8  ; 

v',      v",       ... 

les  facteurs  premiers  de  —  supposés  impairs  et  inégaux;  l  un  des  entiers 
inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n  ;  et  0  une  racine  primitive  de  l'équation 
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Enfin,  supposons  qu'une  somme  alternée  cO  de  ces  racines  vérifie  la  con- 
dition 

W=  n. 

Non  seulement  cette  somme  sera  une  fonction  alternée  des  racines  primi- 
tives de  chacune  des  équations 

(29)  j?8=:i,         xv'— 1,         ajv"=i,         ..., 

mais  de  plus  les  termes 

P>     ?' 

seront,  clans  la  somme  CD,  affectés  du  même  signe  :   i°  si\  -  étant  de  la 
forme  l\x  +  1,  o/i  a 

/  =  1  o«  7, 

/=  3         ow         5, 


(3o) 


2°  «,  ~  étant  de  la  forme  l\x  -\-  ?>,  oka 


/  =  1         om         3, 
(30  < 

I    /  =  3  O//  7. 


m- 
m- 


Théorème  IX.  —  Soient  n  un  nombre  pair  divisible  par  8, 


les  facteurs  premiers  de  —,  supposés  impairs  et  inégaux,  l  un  des  entiers 
inférieurs  n,  mais  premiers  à  n,  et  p  une  racine  primitive  de  l'équation 

xn  ■=.  1 . 
Enfin,  supposons  qu'une  somme  alternée  cî)  de  ces  racines  vérifie  la  con- 
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dition 

&î  =  —  n. 

Non  seulement  cette  somme  sera  une  fonction  alternée  des  racines  pri- 
mitives de  chacune  des  équations 

(3'2)  J7S:=:I,  ./V=I,  .rv   ;=i,  ...; 

mais  de  plus  les  termes 

o,    p1 

seront,  dans  la  somme  alternée  CD,  affectés  du  même  signe  :  i°  si,  —  étant 


ou        3, 


m- 


oit  -,  - — .    =—  i; 


// 


2°  si,  -g  étant  de  la  forme  l\x  -\-?>,  on  a 

|    /  =  I  ou  -, 

,  o  r  \  ou  bien 

1=3         ou         5, 


m- 


Revenons  maintenant  à  la  formule  (7),  où  les  nombres 

li,    h\    h\     ...        ou        k,    /.',    /.",     ... 

représentent  les  exposants  des  termes  affectés  du  signe  4-  ou  du 
signe  —  dans  la  somme  alternée  <©.  II  suit  des  théorèmes  I  et  III  que 
cette  formule  se  vérifie  :  1"  quand  //  est  un  nombre  premier  impair, 
supérieur  à  3  ;  20  quand  n  esl  une  puissance  quelconque  d'un  nombre 

premier  de  la  l'orme  \.ï-  -+- 1.  J'ajoute  qu'elle  se  vérifiera  encore,  si  //  e>t 
un  nombre  composé  qui  renferme  plusieurs  facteurs  premiers,  L'un  de 
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ces  facteurs  pouvant  être  le  nombre  2  élevé  à  une  puissance  dont  le 
degré  surpasse  l'unité,  et  si,  d'ailleurs,  la  valeur  de  n  étant  donnée  par 
la  formule  (12),  la  somme  alternée  cO  est  une  fonction  alternée  des  ra- 
cines primitives  de  chacune  des  équations  (i4)-  En  effet,  supposons 
d'abord  n  impair.  Alors,  en  vertu  du  cinquième  théorème  joint  à  la 
formule  (21),  les  valeurs  de  /  qui  appartiendront  au  groupe 

h,     h',     h",     ... 
seront  celles  qui  vérifieront  la  condition 


(35) 
OU 

(36) 


[=]- 


v" 

v'6 

-y- 

par  conséquent,  celles  qui  vérifieront  ou  les  conditions 
(37)  [i]=.. 


ou  les  conditions 


(38) 


X 


&V- 


Or,  le  nombre  des  valeurs  de  /  qui  vérifieront  la  condition  (35),  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  de  À,  À', 
A",  . . .  qui  vérifieront  la  condition  (36),  sera 


-N 
2 


,,,a-\Wb-\^"c-\ 


...(v~i)(v'-i)(v'-i)..., 


aussi  bien  que  le  nombre  des  valeurs  de  /qui  vérifieront  la  condition 
ou 
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,,/6-1,/c-l 


.(V-, )(•/-!)... 


exprime  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  de 

À',     '/:* 

qui  sont  propres  il  vérifier,  soit  la  seconde  des  formules  (^7),  soit  la 
seconde  des  formules  (38).  Donc  ce  dernier  produit,  que  nous  repré- 
sentons par  -  oz,  en  posant,  pour  abréger, 

(39)  re  =  v'*-> •/<-..  .(v'~  .)  (■/-  ,)..., 

exprimera  le  nombre  des  valeurs  de  /,  qui,  étant  comprises  dans  le 

groupe 

h,     h',     h",     ..., 

seront  équivalentes,  suivant  le  module  v",  à  une  même  valeur  de  X,  par 
laquelle  la  première  des  formules  C>>~)  ou  (38)  se  trouve  vérifiée. 
Donc  la  somme  des  valeurs  de  /,  comprises  dans  le  groupe 

h,      h',      h",      ..., 

c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  la  somme 

h  -4-  h'  -+-  h" -\-  .  .  . 
sera  équivalente,  suivant  le  module  v",  au  produit  du  nombre 

2 


par  la  somme  des  valeurs  de  X,  qui  vérifieront  l'une  des  formub 
(4o) 


'S 


m-- 


Or,  comme  chaque  valeur  de  a  satisfera  nécessairement  à  l'une 
des  équations  (  \o),  il  est  clair  que  la  dernière  somme  comprendra 
toutes  les  valeurs  de  X,  el  sera,  par  suite,  en  vertu  du  théorème  IV, 

OF.uvres  de  C.  —  S.  I,  t.    III.  $~ 
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divisible  par  va.  Donc  aussi  la  première  somme 

h  -4-  h'  -+-  h"  -+- . . . 

sera  divisible  parva;  et,  comme  elle  devra  être,  pour  les  mêmes  rai- 
sons, divisible  par  v'\  par  v"c,  ...,  il  est  clair  que,  dans  l'hypothèse 
admise,  elle  sera  divisible  par  le  produit 

n  =-jav''>v"c.  . .. 
On  pourra  encore  en  dire  autant  de  la  somme 

*  +  *'  +  /."  +  ..., 

puisque,  en  vertu  du  théorème  IV,  la  somme  totale 

h  +  h'-V-  h"  +  ...+  k  +  //+  A"  +  .  .  . 

devra  encore  être  divisible  par  //.  Donc  si,  n  étant  impair,  la  somme 
alternée  ô)  est  en  même  temps  une  fonction  alternée  des  racines  primi- 
tives de  chacune  des  équations  (i4).  les  deux  sommes 

vérifieront  la  formule  (7). 

Supposons   maintenant    que,  dans   l'équation    (12),    l'un    des   fac- 
teurs 

,    v,     v',      y",      ... 

se  réduise  au  nombre  2,  mais  se  trouve  élevé  à  une  puissance  dont  le 
degré  surpasse  l'unité.  On  prouvera  encore,  non  plus  à  l'aide  d'une 
seule  formule  (21),  mais  à  l'aide  des  formules  (18)  et  (28),  que  la 
moitié  du  produit  IL,  déterminé  par  l'équation  (38),  exprime  le  nombre 
des  valeurs  de /qui,  étant  comprises  dans  le  groupe 

h,    h',     h",     ..., 

sont  équivalentes,  suivant  le  module  v",  à  une  même  valeur  de  À. 
D'ailleurs,  parmi  les  termes  affectés  du  signe  -h  dans  la  somme  (&  que 
détermine  la  formule  (18),  on  en  trouvera  qui  auront  pour  facteur  un 
terme  donné  quelconque,  affecté  du  signe  +  ou  du  signe  —  dans  la 
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somme  1.  Donc  la  somme 

h  +  h'-hh'  +  ... 

sera  encore,  dans  l'hypothèse  admise,  équivalente,  suivant  le  module  v", 

au  produit  de  -  o^,  par  la  somme  totale  des  valeurs  de  X.  Donc,  cette 

dernière  somme  devant  être,  en  vertu  du  théorème  IV,  divisible 
par  v",  on  pourra  en  dire  autant  de  la  première,  qui  devra  être  divi- 
sible par  chacun  des  nombres 

et  se  réduire,  en  conséquence,  à  un  multiple  de  //.  La  somme  totale 

h  +  h'  +  h"  + . . .  +  k  +  /.•'+/.■"  -t- . . . 

devant  être  elle-même,  en  vertu  du  théorème  IV,  un  multiple  de  rc, 
il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  dire  que  les  deux  sommes 

h  +  h'  +  A" 4. . . . ,        k  -+■  /.'  +  A"  + . . . 

devront  encore  vérifier  la  formule  (7). 

En  résumé,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  X.  —  n  étant  un  nombre  compost''  qui  renferme  divers  fac- 
teurs premiers  v,  v',  v",  ...  et  ne  puisse  devenir  pair,  sans  cire  divisible 
par  4,  si  l'on  suppose  que,  la  valeur  de  n  étant  fournie  par  l'équa- 
tion (12),  la  somme  alternée  a),  déterminée  par  la  formule  (2  ).  soit  en 
même  temps  une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de  chacune  des 
équations  (4),  on  aura 

A  +  A'+A'  +  ...=  /.'  -+-  /.'  +  k" -+- . . .  =  o        ( mod.  n  1. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  théorème  précédent,  les  exposants 
de  tous  les  facteurs  impairs  pourraient  se  réduire  a  l'unité. 

En  vertu  des  principes  établis  dans  la  Note  précédente,  pour  que  la 
somme  alternée  (û  vérifie  la  condition 

(Q*  =  ±n, 
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n  étant  un  nombre  premier  ou  composé,  pair  ou  impair,  déterminé 
par  la  formule  (12),  il  est  nécessaire  que  les  facteurs  premiers  impairs 
de  n  soient  inégaux,  le  fadeur  pair,  s'il  existe,  étant  4  ou  8,  et  qu'en 
outre  cô  soit  nue  fonction  alternée  des  racines  primitives  de  chacune 
des  équations  (i4)-  Cela  posé,  les  théorèmes  I  et  II  entraînent  évidem- 
ment la  proposition  suivante  : 

Théorème  XI.  —  Lorsque  la  somme  alternée  iô,  déterminée  par  la 
formule  (2),  vérifie  l'équation  (17),  savoir 

Œ)'-  =  ±,,, 

les  deux  groupes  d' exposants 

h,     //',     h",     ..., 
k      k'      A" 

n  y        n   y       n    y        •  •  • 

vérifient  la  condition  (7),  savoir 

h  ■+-  h'  4-  /<"  +  ...  =  k  +jt'+F  +  ...=  o         (  mocl.  n), 

à  moins  toutefois  que  le  module  /?  ne  se  réduise  à  l'un  des  trois  nombres 

3,     4,     8. 

On  peut  d'ailleurs  observer  que  la  condition  dont  il  s'agit  est  véri- 
fiée, pour  le  cas  même  où  l'on  suppose' 72  =  8,  lorsque  (©,  étant  réduit 
à  la  somme  alternée 

P  -+-  P7—  p*'—  p5> 
vérifie  l'équation 

(B!=8  =  /i, 

mais  cesse  de  l'être  lorsque  <D,  étant  réduit  à 

vérifie  l'équation 

(D2-—  8  =—  n. 
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THÉORÈMES    DIVERS    RELATIFS    AUX    SOMMES    ALTERNÉES    DES    RACINES    PRIMITIVES 
DES    ÉQUATIONS    BINOMES. 

Soient  : 

//   un  nombre  entier  supérieur  à  2  ; 

h,  k,  L  . . .  1rs  entiers  inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n; 

N  le  nombre  des  entiers  //,  k,  l,  ...  ; 

p  une  racine  primitive  de  l'équation 

(1)  x»=i; 

enfin,  supposons  les  entiers 

h,     k,     /,      ... 

partagés  en  deux  groupes 

h,     h',     h",     ...         et        k,     k',     k",     ..., 

de  telle  manière  que  l'expression 

(  2  )  ®  =  pA-H  pA'  +  pA' 4- . . .  —  p*  —  p*'  —  pA'"  —  .  .  . 

représente  une  somme  alternée  des  racines  primitives  de  l'équation 
(1  ),  et  que  l'unité  fasse  partie  du  premier  groupe 

h,     h',     h",     .... 

Alors,  la  quantité  m  étant  équivalente,   suivant  le  module  n,  à  l'un 
des  entiers 

h,     k,     l,      ..., 
les  produits 

mh,      mh' ,      mh", 

seront  équivalents,  à  l'ordre  près,  soit  aux  termes  du  premier  groupe 

/..     /.  .     k",     ..., 

soit  aux  termes  du  second  groupe 

h,     /,',     h",     ..., 


selon  que  m  fera  partie  du  premier  ou  du  second  groupe;  et,  au  con- 
traire, les  produits 

mk,     mk'\     mk\     . . . 

seront  équivalents,  dans  le  premier  cas,  aux  nombres 

/„    /,',    k",     ..., 
dans  le  second  cas,  aux  nombres 

h,    h',     //",     .... 

Donc, /étant  l'un  quelconque  des  entiers  inférieurs  à  n,  mais  pre- 
miers à  n,  le  nombre  /  et  le  produit  ml,  ou  plutôt  le  reste  de  la  division 
de  ml  par  n,  appartiendront  ou  non  au  même  groupe,  selon  que  la 
quantité  m  deviendra  équivalente  à  un  ternie  du  premier  ou  du  second 
groupe.  Ainsi,  par  exemple, 

/     et     — /,         ou  plutôt         n —  /, 
appartiendront  ou  non  au  même  groupe,  suivant  que. la  quantité 

—  i,  ou  plutôt  n  —  i, 

fera   partie   du   premier  ou    du   second  groupe.    Pareillement,   si    le 

nombre  n  est  impair, 

/     et     il 

appartiendront  ou  non  au  même  groupe,  et  par  suite  les  produits 

ih,     th',     i/t" , 

seront  équivalents,  à  l'ordre  près,  aux  nombres 

//,    //',    h",     ... 
ou  aux  nombres 

k,    k',     k",     ..., 

suivant  que  le  nombre  t  fera  partie  du  premier  groupe  ou  du  second. 
Des  principes  que  nous  venons  de  rappeler  il  résulte  encore  que,  si 
l'on  remplace 

p        par       p'", 
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les  deux  groupes  <l<»s  racines  primitives 

pA,     pA',     pA",     ...         et         p*,     pA',     p*",     . . . 

resteront  composés  chacun  des  mêmes  racines,  où  se  transformeront 
l'un  dans  l'autre,  suivant  que  m  sera  équivalent,  suivant  le  module  n, 
à  l'un  des  nombres 

h,     li  ,      h " , 

ou  à  l'un  des  nombres 

k,    />',    k',     .... 

Donc,  si  l'on  nomme 

I  =  f(pA,  pA',  pA',  ...) 

une  fonction  symétrique  des  racines 

ph,     p*',     pA",     ••-, 
et 

J  =f(p*,  p*',  p*",  ...) 

ce  que  devient  la  fonction  I,  quand  on  y  remplace 


par 

la  somme 


1    »       r     »       r 


p*,    p*',    p*" 


I-t-J 

ne  changera  jamais  ni  de  valeur  ni  de  signe,  et  la  différence 

I— .1 

pourra  seulement  changer  de  signe,  en  conservant  toujours,  au  signe 
près,  la  même  valeur,  lorsqu'on  remplacera  la  racine  primitive  p  par 
une  autre  racine  primitive  p'".  Donc  alors  la  somme  I  -+-  .1  sera  une 
fonction  symétrique,  et  ladifférence  I  —  .1  une  fonction  alternée  des 
racines  primitives  de  l'équation  (i). 
Si  le  nombre  n  e>t  tel  que  l'on  ait 

(3)  ®5  —  ±n, 

alors,  en  vertu  «1rs  principes  établis  dans   la  Note  précédente,  ce 
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nombre  sera  de  l'une  des  formes 

vvV,     ...,     4vV,     ...,     8vV,     ..., 

v,  v',  v",  . . .  désignant  des  facteurs  impairs  et  premiers,  inégaux  entre 
eux;  et,  si  d'ailleurs  n  ne  se  réduit  pas  à  l'un  des  trois  nombres 

3,     l\,     8, 
on  aura 

(4)  /;  +  //'f  A"  +  ...=  À+A-'  +  A"  +  ...  =  o         (mod.  n). 

Ajoutons  que  l'équation  (3)  pourra  se  réduire  à 

(5)  (B2:=  n, 

dans  le  cas  seulement  où,  les  facteurs   impairs  de  n  étant  inégaux, 
n  sera  de  l'une  des  formes 

4-r-l-i,     4(4^  +  3),     8(2^  +  i), 

et  qu'alors  chacun  des  nombres 

h,    h',    h",     . . . 

vérifiera  :  i°  si  n  est  de  la  forme  l\x  +  i ,  la  condition 

(6)  H 

n 


i°  si  T  est  entier  et  de  la  forme  Ace  -h  8,  les  conditions 

4 


(7) 

ou 

(8) 


jn 

.  I     . 


A  =  i 


(mod.  4), 


h  = —  i         (mod.  4); 


3°  si  -  est  entier  et  de  la  forme  (\x  -+-  3,  les  conditions 


(9) 


m 


h  =  i  on         7  (mod.  8), 
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ou 

(10) 


,         h  =  3         ou         5         (  inod.  7); 


4°  si  g- est  entier  et  de  la  forme  (\x+  3,  les  conditions 
(11)  =1,  /i  =  1         ou        3        (mod.8), 


ou 

(12) 


1,         h  =  5         ou         7         (mod.  8). 


Au  contraire,  l'équation  (3)  pourra  se  réduire  ;i 

(i3)  (02  =  —  n, 

dans  le  cas  seulement  où,  les  facteurs   impairs  de  n  étant  inégaux, 
//  sera  de  l'une  des  formes 

4x-h3,      4(4.  /--t-i),      8(2j?  +  i); 

et  alors  chacun  des  nombres 

//,     //',.    h",     . . . 

vérifiera  :    1"  si  n  est  de  la  forme  \x-\-'à,  la  condition  (6);   20  si  - 
est  entier  et  de  la  forme  \x-\-\,   les  conditions  (7)  ou  (8);   3"  si 

-  est  entier  et  de  la  forme  l\x  -+■  3,  les  conditions  (9)  ou  (10);   V  si 

-  est  entier  et  de  la  forme  4 j?  -h  1 ,  les  conditions  (1  1  )  ou  (  1 2). 

Si  l'on  désigne  par 


'»    '  ■>    '  j 


les  facteurs  premiers  de  n,  et  par 

a,    i>,    c,     ... 

les   exposants   des   puissances  auxquelles    ces  mêmes   facteurs   sont 
«■levés,  l'équation 

(i4) 
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entraînera  généralement  la  suivante  : 


(i5) 


N 


l/?-i,///-i  ,.»<-- 


'-(v-1)(v'-.)(-/_i). 


Si  l'on  suppose  en  particulier  n  impair,  et  composé  de  facteurs  impairs 


inégaux 


alors  l'équation 

(16) 

entraînera  les  suivantes 


N  =  (v-i)(v'-i)(v"-i)..., 


(17) 
(18) 

(■9) 


D'ailleurs,  v  étant  un  nombre  premier  impair,  l'expression 


-  1 

- 

^ZL_ 

1 

- 1 

—  ] 



_~7" 

n 

.    v    . 

V 

. 

2 

"2 

2 

2 

— 

— 

— 

— - 

n 

V 

v' 

V 

:^]=<- 


0 2 


se  réduira  simplement  à  -+- 1  ou  à  —  1,  suivant  que  v  sera  de  la  forme 
\x  -+- 1  ou  [\x  —  1.  Donc,  en  vertu  de  la  formule  (18),  l'expression 


sera  égale  à  +  1  ou  à  —  1,  suivant  que  les  facteurs  premiers  de  n,  de 
la  forme  [\x  —  1,  seront  en  nombre  pair  ou  en  nombre  impair;  et, 
comme  le  nombre  n  sera,  dans  le  premier  cas,  de  la  forme  4^  +  1. 
dans  le  second  cas,  de  la  forme  r\x  —  1,  il  est  clair  que  l'équation  (18) 
pourra  être  réduite  à 

- 1 


(20) 


=  (-0    ^ 


De  plus,  v  étant  un  nombre  premier  impair,  l'expression 


(->) 
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se  réduira  simplement  à  -+-  t  ou  à  —  i,  suivant  que  v2  sera  de  la  forme 
16 ce -h  i  ou  iG.r  +  Q.  Donc,  en  vertu  de  la  formule  (i<)>,  l'expres- 
sion 


m 


sera  égale  à  -h  1  ou  à  —  r,  suivant  que,  parmi  les  carrés 


v-,      V  '.       V 


ceux  qui  se  présenteront  sous  la  forme 

iG.r  -+-  9 

seront  en  nombre  pair  ou  en  nombre  impair.  D'ailleurs,  le  produit 
de  deux  facteurs  de  la  forme  i(\x-h(j  étant  lui-même  de  la  forme 
iGx  -+-  1,  il  est  clair  que  le  carré 

«2=  v1v'*v*ï.  .  . 

sera  dans  le  premier  cas  de  la  forme  iG.v  -+- 1,  dans  le  second  cas  de  la 
forme  lôiCH-c).  Donc,  par  suite  n  sera,  dans  le  premier  cas,  de  la 
forme  8.r±  1,  ou.  ce  qui  revient  au  même,  de  l'une  des  formes 

8.r  -+-  1  on  8a-  -+-  -  ; 

.     dans  le  second  cas,  de  la  forme  S'cc  ±  3,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
<le  l'une  des  formes 

8^c-t-3         ou  8,r  +  5; 

et  l'équation  (19)  pourra  être  réduite  à 

(»)  [I]  =(_,)". 

Supposons  maintenant  que,  les  facteurs  impairs  de  n  étant  inégaux 
et  représentes  par 

n  renferme,  en  outre,  un  facteur  pair  représenté  par  i  ou  par  8  ;  alors, 
eu  égard  à  la  formule  (20),  il  est  clair  que  l'équation 

(22)  n  =  1  v V.  .  . 
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entraînera  la  suivante  : 


(23) 

ou  que  l'équation 

(*4) 

entraînera  la  suivante 

(25) 


l4"j 


=  (-0     2     , 


—  I 
I 


8 


(-1) 


Des  formules  (20),  (23),  (25)  jointes  aux  conditions  (6),  (7),  (8), 
(9),  (10),  (r  1),  (12),  on  déduit  immédiatement  les  propositions  que 
nous  allons  énoncer. 

Théorème  I.  —  Soit  p  l'une  des  racines  primitives  de  l'équation  (1),  et 
supposons  les  exposants  des  puissances  diverses  de  p  partagés  en  deux 
groupes 


h,     h',     h", 


k,     k1,     k", 


chaque  exposant  étant  censé  appartenir  au  premier  ou  au  second  groupe, 

suivant  que  la  puissance  correspondante  se  trouve  affectée  du  signe  -+-  ou 

du  signe  —  dans  une  somme  alternée  iû  de  ces  racines  primitives.  Les 

deux  exposants 

1     et    —  1         ou        n  —  1 

appartiendront  au  même  groupe,  si  la  somme  (D  vérifie  la  condition 

<ô-  —  n, 

et  à  des  groupes  différents,  si  la  somme  CD  vérifie  la  condition 

(£>':  —  —  /;. 

Par  suite,  /étant  premier  à  n,  les  exposants 

/     et.     —  /         ou         n  —  / 

appartiendront  au  même  groupe,  si  l'on  a  <£  =  n,  ce  qui  suppose  que 


NOTE   1\.  301 

n  soit  de  l'une  des  formes 

4-r  +  i,     -1('|.r  +  3),     8(21-4-1), 

et  à  des  groupes  différents,  si  l'on  a  (Q*  =  —  n,  ce  qui  suppose  que  // 
soit  de  l'une  des  formes 

.j.r-l-3,      4(4^H-')i      8(2J?4-l). 

On  peut  aussi,  de  l'équation  (21),  jointe  à  ee  qui  a  été  dit  plus  haut, 
déduire  le  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  II.  —  Le  nombre  n  étant  impair,  soit  p  l'une  des  racines 
primitives  de  l'équation  (1),  et  supposons  les  exposants  des  puissances 
diverses  de  p  partagés  en  deux  groupes,  chaque  exposant  étant  censé  ap- 
partenir au  premier  ou  au  second  groupe,  suivant  que  la  puissance  cor- 
respondante se  trouve  affectée  du  signe  -+-  ou  du  signe  —  dans  une  somme 
alternée  ÛE>  de  ces  racines,  qui  offre  pour  carré  ±  n .  Les  deux  exposants 

1     et     2 

ou  plus  généralement 

/et     2/ 

appartiendront  au  même  groupe,  ou  à  des  groupes  différents,  suivant  que 
le  module  n  sera  de  l'une  des  formes 

8  x  -t-  1 ,     8  x  -+-  7 
OU  de  l'une  des  formes 

Sx  h-  .'>,     8a;  ■+■  ■"). 

Le  deuxième  théorème  entraîne  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante : 

THÉORÈME  III.  —  n  étant  un  nombre  impair,  et  p  une  des  racines  pri- 
mitives de  l'équation  |  1  >,  soient 

h,     h',     h",     ...         et        /.,     /.".     /.",     ... 

les  deux  groupes  d'exposants  de  a  dans  une  somme  alternée  cd  de  ces 
racines,  qui  offre  pour  carré  ±  n.  Si  n  est  de  la  forme 

8x  -+-  1         ou        Sx  —  7, 
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le  groupe  des  exposants 

h,    /,',    h",     ... 

pourra  être  remplacé,  dans  la  somme  alternée  cO,  par  le  groupe  des  expo- 
sants 

ih,     2  h',     2  h",     ..., 

qui  seront,  à  l'ordre  prés,  équivalents  aux  premiers  suivant  le  module  n, 
et  le  groupe  des  exposants 

k,     k ,     k  , 

par  le  groupe  des  exposants 

2  k,     2  k',     2  k",     .... 

Si,  au  contraire,  n  est  de  l'une  des  formes 

8sc  ■+-  3,     8x  +  5, 
le  groupe  des  exposants 

h,     h',     h",     ... 

pourra  être  remplacé  par  le  groupe  des  exposants 

->  />       2  /,  '       ?  k" 

et  le  groupe  des  exposants 

k,     k',     k",     ... 

par  le  groupe  des  exposants 

2  h,     2  h1 ',     2I1" ,     .... 

Supposons  maintenant  que,  l'équation 

étant  vérifiée,   n  représente,  non  pins  un  nombre  impair,    mais  un 
nombre  pair.  Alors  n  sera  de  l'une  des  formes 

iv'v"...,     8v'v"..., 
v',  v",    ...   étant  des   facteurs  Impairs  inégaux.  Or,  si  l'on  suppose 


NOTE   1\.  303 

d'abord 

n  =  4vV. . . , 

un  nombre  /  inférieur  à  n,  mais  premier  à  n,  fera  partie  du  premier 

groupe 

//,     h',     h",     ..., 

si  ce  nombre  /,  pris  pour  h,  vérifie  les  conditions  (  7)  ou  (8),  et  n'en 
fera  pas  partie  dans  le  cas  contraire.  Par  suite,  deux  nombres  impairs 

1,    r, 

inférieurs  à  n,   mais   premiers  il  //,  appartiendront  l'un   au  premier 
groupe,  l'autre  au  second  groupe,  si  ces  nombres  vérifient  la  condition 


(26) 


m-m 


sans  vérifier  la  suivante  : 

/'=/         (mod.  /,); 

en  sorte  que  l'on  ait,  non  pas 

V  —  /==o        (mod.  4). 
mais,  au  contraire, 

(27)  l'  —  l=i        (mod.  4). 

Or,  les  conditions  (  26  ),  (  27  )  seront  évidemment  vérifiées  >i,  /  étant  in- 
férieur à  -,  on  pose 

2  l 

(2S)  /'=/+  ", 

puisque  alors  on  aura 

/'—/=-=  2v'v".  ..=  2         (mod.  4). 

Supposons  maintenant 

»  =  8vV..., 

v',  v",  ...  étant  toujours  des  facteurs  impairs  inégtrux,  el  la  valeur  de 
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(Q2  étant  ±  /?.  En  vertu  des  conditions  (9)  ou  (10),  (1  0  ou  (12),  doux 

nombres  impairs 

.1,1'  - 

inférieurs  à  n,  niais  premiers  à/i,  appartiendront  nécessairement,  l'un 
au  premier  groupe,  l'autre  au  second  groupe,  si  ces  nombres  vérifient 
les  deux  conditions 

(*9>  r''n       r' 


8" 


1 
~  Il 


(3o)  f_/  =  4         (mod.  8). 

Or,  c'est  précisément  ce  qui  arrivera,  si,  /étant  inférieur  à  ->  on  sup- 
pose la  valeur  de  /'  déterminée  par  l'équation  (28),  puisque  alors  on 
aura 

V  —  l—  -  =  4  v'v" . . .  =  4         (  mod.  8  ). 
2 

Observons  maintenant  que  la  formule  (28)  entraine  immédiatement 
la  suivante  : 


(30 


2/'=  2/         (mod.  n) 


Donc,  lorsque,  n  étant  pair,  le  carré  de  ce  sera  ±  //,  on  pourra,  aux 
termes  du  premier  groupe 

h,    h',    h",     ..., 

faire  correspondre  les  termes  du  second  groupe 

k,    k1,    k",     ..., 

de  manière  que  l'on  ait,  par  exemple, 

2  h  =  2  k,         2  h1  =  2  k',         2  A"  =  2  k",         ...  (  mod.  /;  ). 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.    —   n  étant  un  nombre  pair,  et  p  une  des  racines  primi- 
tives de  l'équation  (1),  soient 

h,     h',     h",     ...         et        k,     /,•',     k",     ... 


NOTE    1\.  305 

les  deux  groupes  d'exposants  de  p,  dans  une  somme  alternée  et»  de  ces 
racines,  qui  offrent  pour  carré  ±  n.  Les  nombres 

ih,     île,     %h\     ... 

seront  équivalents,  à  l'ordre  prés,  suivant  le  module  n,  aux  nombres 

•}.  /.,     2  k',     2/.',     .... 

Le  nombre  total  des  entiers 

h,    k,    l,     ... 

inférieurs  à  //,  mais  premiers  à  n,  étant  représenté  par  X,  et  la  somme 
alternée  (fi  renfermant  toujours  autant  de  termes  posilifs  que  de  termes 
négatifs,  il  est  clair  que  dans  chacun  des  groupes 

h.     lé,     lé',      ...  et,         /.,      /.',     I:\      ... 

N 

le  nombre  des  termes  doit  être  égal  à  -  •  Cela  posé,  l'unité  étant  censée 

faire  partie  du  premier  groupe 

A,     //.     lé',      ..., 

nommons  i  le  nombre  des  termes  qui,  dans  ce  groupe,  sont  inférieurs 
a-,  ety  le  nombre  de  ceux  qui  surpassent  —  -  On  aura 


(32)  i+y  = 


2 

N 
2 

.    n 


D'autre  part,  /  étant  un  entier  inférieur  à  -»  mais  premier  a  /, 

n  —  l 

sera  un  autre  entier  supérieur  a  — >  mais  intérieur  a  //,  el  premier  a  //. 
Donc,  les  entiers  inférieurs  à  n,  mais  premiers  il  n,  se  correspondront 

deux  ;i  deux,   au-dessus  el  au-dessous  de  -.  le  nombre  des  uns  et  des 

N 

antres  etanl  encore  — •   Donc,  ceux  qui  feront  partie  du  second  groupe 

seront,  au-dessous  de  —  >  en  nombre  égal  à 

N 

2  J 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  3g 
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et  au-dessus  de  ->  on  nombre  ésral  à 

N 

Il  y  a  plus  :  deux  termes  correspondants,  c'est-à-dire  de  la  forme 

l,     n-l, 

seront,  en  vertu  du  théorème  I,  deux  termes  qui   feront  partie  d'an 
même  groupe,  si  la  somme  alternée  CB  vérifie  la  condition 

Donc,  alors,  à  l'équation  (32)  on  pourra  joindre  celle-ci 

(33)  i=J, 
et  l'on  aura,  par  suite. 

(34)  'W  =  I' 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.    —   Le  nombre  n  étant  tel  que  ta  somme  alternée  CE),  dé-     9 
terminée  par  l'équation  (2),  vérifie  la  condition 

cD2=  n, 

chacun  des  groupes  d'exposants 

h,     h',     k",     ...         et         k,     k1,     k" ,     ... 

offrira  autant  de  termes  inférieurs  à  -  que  de  termes  supérieurs  à  -,  le 
nombre  des  termes  de  chaque  groupe,  inférieurs  à  -■>  étant  —  • 

En  terminant  cette  Note,  nous  joindrons  ici  quelques  observations 
qui  ne  sont  pas  sansintérèt. 

Si,  dans  le  cas  on  //  représente  une  puissance  d'un  nombre  premier 
impair,  et  /  un  entier  premier  à  n,  on  désigne  par 

I  «  I 
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comme  nous  l'avons  l'ail  dans  la  Noie  précédente,  le  reste  -+- 1  ou  —  i, 
qu'on  obtient  en  divisant  par  n  le  nombre  entier 


N 


alors  on  devra,  dans  les  formules  (20)  et  (21);  supposer,  ainsi  que 
nous  l'avons  admis,  le  nombre  n  non  seulement  impair,  mais  composé 
de  facteurs  inégaux.  Car,  si  l'on  supposait,  par  exemple, 


on  trouverait 


N  =  2.3, 


»  =  9  =  32> 

N 


=  3, 


et  les  expressions 

=  (-1)»=— i, 


1         1  mod.  9) 


cesseraient  d'être  égales  aux  quantités 


(-1)    *     =(— I)*=I,  (-.)     8        =(—  !)«•=!. 

Toutefois  les  formules  (20),  (21)  continueraient  d'être  vérifiées,  si, 
dans  le  cas  où  n  représente  une  puissance  v"  d'un  nombre  v  premier  et 
impair,  on  désignait,  avec  M.  Jacobi,  par  la  notation 


non   plus  le  reste  -4-1   ou   —  1, qu'on  obtient  en    divisant  par  n   le 
nombre 

N 

F, 

mais  l'expression 

Kl"- 


Alors  aussi  l'on  pourrait  étendre  à  des  nombres  impairs  quelconques 
la  loi  de  réciprocité  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers  impairs; 
en  sorte  qu'on  aurait  généralement,  pour  des  valeur-  impaires  des 
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nombres  entiers  m  et  n, 


(35) 


r         -,  m  -  1  n  -  1 


NOTE  X. 

SUR    LES    FONCTIONS    RÉCIPROQUES    ET    SUR    LES    MOYENS    QU'ELLES    FOURNISSENT 
D'ÉVALUER    LES    SOMMES    ALTERNÉES    DES    RACINES    PRIMITIVES    D'UNE    ÉQUATION    BINOME. 

i\x)  étant  une  fonction  donnée  de  la  variable  x,  on  a  générale- 
ment, pour  une  valeur  de  x,  renfermée  entre  les  limites  x0,  X  {voir  le 
IXe  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  et  le  Tome  II  des  Exer- 
cices de  Mathématiques,  p.  118), 

f(.r)  — —  f      f   e'^->^'~ï(i,)dudr, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i)  ((se)  =  —  f       I     cosr(x  —  u)  {(a)  dudr; 

et  pour  une  valeur  de  x,  située  hors  des  limites  xQ,  X, 
o—^-f       I     enar-ioy=ï f( u )  du  dr, 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(2) 


cos/(.r  —  u)  f(  m)  <f«  rfr, 


Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  suppose 

•a?0  —  °>  X.  =  oo, 
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la  formule  (i)  donnera,  pour  des  valeurs  positives  de  x, 

s\  00  s%  30 

(3)  f(jr)  =z  -    /       /      cosr(j;  —  u){(u)dudr\ 

mais  on  conclura  de  la  formule  (2),  en  y  remplaçant  r  par  —  x, 

(4)  o  =  —   /       /      cos/-(.r —  u)  {(u)du  dr. 

r-'o   -A, 

Comme  on  aura,  d'ailleurs, 

cos/'( x  -+-  a)  =  cos/'a: cos/w  —  sin/\/-  sin /«, 
cos/(a'  —  it)  =  cosrx  cos/'«  4-  sin  ra;  sin/v/, 

on  tirera  des  équations  (3)  et  (4) 

(5)  f(a?)  =  —   /       /     cosra;cosr«  f(u)dudr, 

*- 0      •'0 

2    /•"    /"" 

(6)  (*(.*■)  z=  —    /       /      siu  / "j"  sin  r«  f(  «  )  du  dr. 

De  ces  dernières  formules,  données  pour  la  première  fois  par  M.  Fou- 
rier,  il  résulte  que,  si  l'on  suppose 

i 

(7)  q>(a?)=(—  j    /     cosra;((r)dr, 

on  aura  réciproquement 

1 

(8)  f(d?)=(-J    /     cos/-«<p  (r)<//-, 

et  que,  si  l'on  suppose 

1 

(9)  <\,{x)=(^)    j     s\nrxî(x)dr, 
on  aura  réciproquement 

(10)  fi  '■)=(  —  J     /      sin/\r  '}(/")  ^/". 

On  voil  doue  ici  se  manifester  une  loi  de  réciprocité  :  1"  entre  les 
fonctions  f  et  ©;  20  entre  les  fonctions  f  el  ']>,  de  telle  sorte,  que 
chacune  des  équations  (7),  (9)  subsiste,  pour  des  valeurs  positives 
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de  x,  quand  on  échange  entre  elles  les  fonctions  f  et  o,  ou  f  et  i|/. 
C'est  pour  cette  raison  que,  dans  le  Bulletin  de.  la  Société  philomatique 
d'août  1817,  j'ai  désigné  les  fonctions 

f(x),     cp(.r) 

sous  le  nom  de  fonctions  réciproques  de  première  espèce,  et  les  fonc- 
tions 

î{x),     (J,(a0 

sons  le  nom  de  fonctions  réciproques  de  seconde  espèce.  Ces  deux  espèces 
de  fonctions  peuvent  être,  ainsi  que  les  formules  citées  de  M.  Fourier, 
employées  avec  avantage  dans  la  solution  d'un  grand  nombre  de  pro- 
blèmes, et  jouissent  de  propriétés  importantes,  dont  je  rappellerai 
quelques-unes  en  peu  de  mots". 

D'abord,  puisqu'on   a  généralement,    pour   des    valeurs  positives 
de  co, 


X 


/      e~Mr  cos  rxdr  =  — -,  /      e"wr  s'mrx  dr  = 

/  w2H-j;2  I  ul-\-x 

*■  0  «-  0 

il  en  résulte  que  la  fonction 

f(u-)  =  e-wx 

a  pour  réciproque  de  première  espèce 


1 


71/    eu  -  -+-  x 


et  pour  réciproque  de  seconde  espèce 


i 
2  \  -      .2? 


On  a  donc,  par  suite, 

/  0)  7T  /  /'  7T 

(11)        /      — ; -cosr.r  <://•  =  -e_(0,  /      — sin/\r  dr  =  -  e~w. 

,1      vr  -+-  /"  2  /      eu2  -+-  r2  2 

On  se  trouve  ainsi  ramené  à  deux  formules  données  par  M.  Laplace. 
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Lorsque,  dans  la  dernière  de  ces  formules.,  on  pose  w  =  o,  on  retrouve 
la  formule  connue 

(12)  /      dr=-, 

'  /•  2 

<   Il 

qui  subsiste  seulement  pour  des  valeurs  positives  de  la  variable  x. 
Il  résulte  encore  de  la  formule  connue 

ix  ?"  <- 

I  —  —  T. 

(i3)  Ie    2  cos/wdr  =  —  e     -, 

'    0 

que  la  fonction 


2 


se  confond  avec  sa  réciproque  de  première  espèce. 

Soient  maintenant  z  une  variable,  dont  le  module  reste  inférieur  à 
l'unité,  el  a  une  quantité  positive.  Si  la  série 

f(o),    W(a),    z2f(aa),     ... 
est  convergente,  on  tirera  des  formules  (8)  et  (io) 

(i4)     f(o)-t-*f(a)4-*1f(aa)+...=  (-Y  f" '— aeosa^      f(r)dr 

et 

i 

(i5)  ;f(fl)  +  ;!f(2«)+...=  (-|ï   ztinar Mr)dr. 

\r.J  J0     i  —  a  z  cosar  -|-  s'  ' 

Si,  d'ailleurs,  on  fait  converger  s  vers  la  limite  i,  le  rapport 

i  —  s  cosar 


I  —  1Z  (<)<(!/■  -+-  Z- 


s'approchera  indéfiniment  de  la  limite  ->  à  moins  que  l'on  attribue  à  r 
des  valeurs  peu  différentes  de  «'elles  qui  vérifient  l'équation 

cosar   z  i . 

Or.  les  racines  positives  de  cette  équation  seronl  de  la  forme 

/■  =  nb. 
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n  étant  un  nombre  entier,  et  b  une  constante  positive  liée  à  la  con- 
stante a  par  la  formule 


(.6) 


ab  =  ït.. 


Cela  pose,  on  reconnaîtra  sans  peine  [voir  le  2e  Volume  des  Exer- 
cices de  Mathématiques,  p.  i/j8  et  suivantes  (')]  que,  si  z  s'approche  in- 
définiment de  la  limite  i,  l'intégrale  renfermée  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (i4)  aura  pour  limite,  non  pas  l'expression 

jf-it(r>*=i(:)'«„>, 

comme  on  pourrait  le  croire  au  premier  abord,  mais  cette  expression 
augmentée  de  certaines  intégrales  singulières  dont  la  somme  sera 


-cp(o)  +  (D  (b)  -+-  a(2b] 


En  conséquence,  on  trouvera 


(i7)     If(0)-hr(a)  +  f(aa)H-...=  (H 


•<p(o)  +  <p(6)-i-<p(26)  + 


-  ®(o)  -\-  y(b)  -{-  (û(2  b)  -\- 


-] 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 
(18)    aT|if(o)  +  f(a)4-f(2a)  +  .. 

Ainsi,  lorsque  la  série 

f(o),     {(a),     f(aa),     ... 

est   convergente,    l'équation   (18)   subsiste    entre   les   fonctions  réci- 
proques de  première  espèce  désignées  par  les  lettres  f  et  <p,  pourvu 
que  les  nombres  a,  b  vérifient  la  condition  (i0). 
Il  importe  d'observer  que  la  série 

cp(o),     cp(6),     tp(2è),      ... 
|»eiil  quelquefois  se  réduire  à   un  nombre  fini  de  termes,  et  qu'alors 
I  i  »  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  t.  VI. 
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l'équation  (17)  fournit  immédiatement  la  somme  de  la  série 

f(o),     f(a),     {(2a),      ..... 

C'est  ce  que  nous  allons  montrer  par  un  exemple. 
Comme  on  a  généralement 

si n/-(w  -+-  x)  -+-  siu  /•((.)  —  x) 

si  11  w/1  cos/\r  = 5 

2 

on  en  conclura,  eu  égard  à  la  formule  (12), 


.      .  ('"  si  11  a)/" 

(19)  ^     — —  eo 


srx  tir  =  — 


ou 


(20)  /      ■ — cos/'^a/'  =  o, 

"  0 

suivant  que  a;  sera  inférieur  ou  supérieur  à  a>.  Donc,  si  l'on  pose 
on  aura 


({x)  = 

sm  w.r 

X 

tt 

ou 

suivant  que  la  valeur  de  x  sera  inférieure  ou  supérieure  à  la  constante 
positive  oj  ;  et  alors,  pour  réduire  l'équation  (17)  à  la  formule 

If(o)4-f(«)  +  f(a«)-H...=  (H)W, 

par  conséquent  à  la  formule 

1  .                siii2«w        siu3aco  ■k 
(21)                      -««  + sin a co -i 1 ; h...=  -> 

2  2  3  2 

il  suffira  de  choisir  la  constante  a,  de  manière  à  vérifier  la  condition 

m  <  b 

OU 

rtOJ  <  27:. 

La  formule  (21)  était  déjà  connue.  Lorsqu'on  y  pose  a  =  i,  elle  donne, 
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pour  dos  valeurs  de  co,  renfermées  cuire  les  limites  0,2-, 

i  .  shno        s  i  1 1 3  oj  7i 

(22)  -u4-sin&)H -1 ^ h...=  -- 

2  a3  2 

Si,  dans  la  formule  (18),  on  pose 

f(ar)  =  e~^, 
elle  donnera 

«',  ((5  \  1  /  *î        _  1  èî  \ 

|  -(-  e     2  -t-  e       '2  -f- .  .  .  J  =  lr  (  -  -+-  e     2  -+-  e       2  h-  .  .  .  )  , 

1rs  nombres  a,  b  étant  toujours  assujettis  à  la  condition 

ab  ■=  2T..  , 

Si,  dans  l'équation  (23),  on  remplace  cr  par  2a2,  et  lr  par  2Zr,  on  en 
conclura 

(  24  )    a*  (  -  +  e~a'  -+-  e-4a'  +  e-9''""  +  ...)  =  //(  -  -+-  e-''"  -+-  e-**'  +  t;-"2  -+-...), 

les  nombres  a,  b  étant  maintenant  assujettis  à  vérifier  la  condition 

(25)  ab  =  ~. 

J'ai  signalé  les  formules  (18)  et  (24),  avec  la  méthode  par  laquelle  je 
viens  de  les  reproduire,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomalique 
de  1817  ('  ),  et  j'ai  développe  celle  méthode  dans  les  leçons  données 
la  même  année  au  Collège  de  France.  La  relation  établie  par  la  for- 
mule (  ±\  )  entre  les  termes  des  deux  séries 

(26)  1,     e~a\     e~:'a\     e~*a\      ..., 

(27)  i,     e-''\      e"4*',      e-ol'%      ... 

parul  digne  d'attention  à  l'auteur  de  la  Mécanique  céleste,  qui  me  dit 
l'avoir  vérifiée  dans  le  cas  où  l'un  des  nombres  a,  b  devienl  1res  petit. 
Effectivemenl  la  formule  (24  ),  que  Ton  peul  écrire  comme  il  suit. 

(28)  a\  -  +  <?-"'  -t-e-4a!-i-...  )  =  -'(  -  4-e    "'  ■+-  e 
(')  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  1.  II. 
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donnera  sensiblement,  si  a  se  réduit  à  un  très  petit  nombre  a, 

/  \  '        - 

<x(-  -+-  e_a' -i-  e-4"' -t- ...)=-  î:2; 

et,  pour  vérifier 'cette  dernière  équation,  il  suffît  d'observer  que,  d'après 
la  définition  des  intégrales  définies,  le  produit 

a(i  +  e^x2+  e~'<x'  -+-.  .  .) 
a  pour  limite 

/>*  i 

(29)  /      e~xtdx- 

■-  0 


2 


La  formule  (18),  avec  la  démonstration  que  nous  en  avons  donnée, 
peut  être  étendue,  ainsi  que  la  formule  (24  ),  à  des  valeurs  imaginaires 
de  a,  renfermées  entre  certaines  limites.  Ainsi,  en  particulier,  la  for- 
mule (24)  continue  de  subsister,  comme  l'a  dit  M.  Poisson,  quand  on 
y  remplace  à1  par  à1  y  —  i-  Elle  subsiste  même  généralement,  quand 
on  prend  pour  a2  une  expression  imaginaire,  pourvu  que  les  parties 
réelles  de  a  et  de  b  soient  nulles  ou  positives  ;  et  l'on  peut  retrouver 
aussi  une  autre  formule,  déduite  par  M.  Poisson  de  l'équation  (18), 
dans  un  Mémoire  sur  le  calcul  numérique  des  intégrales  définies. 
J'ajouterai  que,  pour  arriver  au  cas  où  la  partie  réelle  de  a  s'évanouit, 
il  convient  d'examiner  d'abord  celui  où  la  même  partie  réelle  est  infi- 
niment petite,  mais  positive  ;  et  qu'en  opérant  de  cette  manière,  on  peut, 
de  là  formule  (24),  déduire  la  somme  de  certaines  puissances  d'une 
racine  de  l'équation  binôme 

(3o)  xn=}, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque;  savoir  :  la  somme  des  puis- 
sances qui  ont  pour  exposants  les  carrés  des  nombres  entiers  infé- 
rieurs à  n.  C'est  ce  que  nous  allons  expliquer  plus  en  détail. 

Nommons  p  une  racine  primitive  de  l'équation  (3o).On  pourra  sup- 
poser 

(3i)  p  =  e'-V~, 
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la  valeur  de  oj  étant 

271 


(32)  w 


II 


et  alors  les  diverses  racines  de  l'équation  (3o)  pourront  être  représen- 
tées par  celles  des  puissances  de  p,  qui  offriront  des  valeurs  distinctes; 
par  exemple,  par  les  termes  de  la  progression  géométrique 

(33)  i  =  p»,     p\     p*,     p»,     ...,     p''-'. 

Si,  dans  cette  même  progression,  l'on  remplace  les  exposants 

o,     i,     2,     3,     . . . ,    n  —  i 
par  leurs  carrés 

o,     i,     \,     9,      ...'        (n  —  i)2, 
on  obtiendra  une  nouvelle  suite  ;  savoir  : 

(34)  i,     p,     ?'',     P\     ....    p(*-1J\ 

et,  si  l'on  nomme  O,  la  somme  des  termes  de  cette  nouvelle  suite,  on 
au  l'a 

(35)  il  =  i  -h  p  ■+-  p4+  p9-H.  .  .  +  p"'""', 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(36)'  Œ:=i  -+-ew/=ï_1_e4(ov/=T+-  .  .  4.  e(»-i)»»^=T. 

Cela  posé,  12  sera  évidemment  ce  que  devient  la  somme  desw  premiers 
termes  de  la  série  (26),  quand  on  y  remplace  a2  par  —  eu  \  —  1,  c'est- 
à-dire,  lorsqu'on  prend 

2  7T      r — — 

(37)  a*  =  —  —  y/—  1. 
Or,  dans  ce  cas,  la  formule  (  2d),  ou 

a2  h'-  =  712, 
donnera 

(38)  ù=—  V^77  : 
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et,  en  adoptant  cette  valeur  de  b2 ,  on  verra  les  termes  distincts  de  la 
série  (27)  se  réduire  aux  deux  premiers,  c'est-à-dire,  aux  deux  termes 
du  binôme 


On  doit  donc  s'attendre  à  voir  l'équation  (24)  fournir  une  relation 
entre  la  somme  représentée  par  £1  et  le  binôme  dont  il  s'agit.  Or; 
effectivement,  pour  obtenir  cette  relation,  il  suffira  de  supposer,  dans 
l'équation  (2  1  >, 


(39) 


a--=z  x- 


\  I  =  Cf.'  —  ',)  \< —  1. 


a-  désignant   un   nombre   infiniment   petit.    Dans  cette   supposition, 
a2  différant  très  peu  de -\  —  1.   b3   devra  très   peu  différer   de 


—  v—  1.  Donc,  si  l'on  pose 


(4o) 


6î=gî+^v/37, 


Sa  s'évanouira  en  même  temps  que  a2  ;  et,  comme  la  condition  (20) 
donnera 


■-ï"K 


11    ,      ■?. 
—  y.-  — 
2 


1  =  0, 


ou.ee  qui  revient  au  même. 


46j 


i  ^ x-  v  —  1 

3  77 


on  en  conclura  sensiblement 


(40 


A~: 


2  0 


Concevons  maintenant  que  l'on  multiplie  par  nu.  el  par  26  les  sommes 
des  séries  (26)  el  (27),  en  avant  égard  aux  formules  1  Uj),  t  Jo),  el 
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supposant  a, 6 infiniment  petits.  Comme  chacun  des  produits 


n'a-    ,     ^~ln'a!. 


il  y.  | \-  e 

2 

/^[r^'+r^'''"^.  .  .], 
//aO-"-",a2+e-,2"-I|3a''-t-.  .  .], 

2  6[e-6'4-e-9ê,4-...] 
se  réduira  sensiblement  à  l'intégrale  définie 


on  trouvera,  sans  erreur  sensible,  non  seulement 

nul  -  +  e-"2H-  e_1"''+.  .  .  j  =  -t:2(i  -+-  ewt/_1  +  .  .  . -+-  eta-oW^î), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


mais  encore 


:  (  -  -+-  e~'r--h  e~ *"''■+- .  .  .  )  =  -  t.'2  il, 


+-  e-"'  -+-  e~*"  -+- . . .  }  =  -  7r  \i  +  e 


ii'_l_  \ _TT2\    T   _1_   O  2 


■  ;i  .  -¥/= 


T), 


puis,  on  conclura,  eu  égard  à  la  seconde  des  formules  (41)' 


-  +e-"!  +  rw''+r,"! 


•  = % 


-  +  e-"'-  +  e-4"2  4-  e-96'  + .  .  .         ,  +  e 


"S"  » 


D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (24)  ou  (28),  le  premier  membre  de 
l'équation  (42)  sera  équivalent  au  rapport 


Donc,  en  supposant  que  les  valeurs  de  a2,  lr  déterminées  par  les  for- 
mules O7),  (38),  c'est-à-dire,   en   faisant   évanouir  «  et  S,  dans  les 
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formules  (  J><)),  (4°)»  on  trouvera 

O  ~ï 


~  —  »  -  '  a 

i  -f-  e 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

—  - 

(43)  11  =  —  (i+e"TlFÏ). 

.Mais  alors  de  l'équation  (37)  présentée  sous  la  l'orme 

<7"  =   6'       "  , 

/( 

on  tirera  (voir  l'Analyse  algébrique,  Chap.  VII  et  IX)  (') 

1         7:  '  L    1C  x 

\  11  a        \i  I  2 

Doue  la  formule  (  43)  donnera 

(44)  Q=2-(1  +  v  CT7)  (,  +  f~ v_1). 

En  conséquence,  l'on  aura:  1"  si  n  est  de  la  l'orme  L\x, 

(45)  a  =  #i*(i_H-v/="i); 

20  si  /<  est  de  la  l'orme  \x  -+-  1 , 

(46)  o=/r'; 
3°  si  n  est  de  la  l'orme  \x  -+-  2, 

(47)  12  =  0: 
4°  si  «  est  de  la  forme  \x  —  3, 

(48  Q  =  «V~- 

Ainsi  les  formules  (44),  (  i5),  |  16),  (47),  (48)  que  M.  Gauss  a  éta- 
blies dans  l'un  de  ses  |>lu^  beaux  Mémoires,  et  dont  M.  Dirichlel  a 
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donné  une  démonstration  nouvelle  en  i835,  se  trouvent  comprises, 
comme  cas  particuliers,  dans  l'équation  (24)  de  laquelle  on  déduit 
immédiatement  la  formule  (44)»  en  attribuant  à  l'exposant  —  a-  une 

valeur  infiniment  rapprochée  de  la  valeur  imaginaire  — \/—  1,  ou,  ce 

qui  revient  au  même,  en  réduisant  l'exponentielle  e~"*  à  une  racine 
primitive  p  de  l'équation  (3o). 

Il  est  important  d'observer  que,  dans  les  équations  précédentes,  la 
valeur  de  Cl,  déterminée  par  la  formule  (35),  peut  encore  s'écrire 
comme  il  suit 

(49)  a  =  i-+-2(p1  +  pi+p''  +  ...+  P(~> 


puisque,  /étant  un  entier  quelconque  inférieur  à  -  n,  on  aura  généra- 


1 
2 
lemenl 

{n-iy-=r-        (mod./i). 


Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  la  valeur  de  p  déterminée 
par  la  formule  (3i).  Pour  savoir  ce  qui  arriverait  dans  la  supposition 
contraire,  il  convient  d'examiner  d'abord  séparément  le  cas  où  n  est  un 
nombre  premier  impair.  Dans  ce  cas,  si  l'on  nomme 

h,     h' ,     h", 
les  résidus,  et 

A  ,        A    ,        A    ,         .  .  .  , 

les  non-résidus,  inférieurs  à  n,  les  termes  de  la  série 

p",    9"',    p"",     ■•■ 
se  confondront,  à  l'ordre  près,  avec  les  termes  de  la  série 


n  —  \  1  • 


P,        p\        p'\         ■■■,        p 


et,  par  suite,  on  aura  non  seulement 


Pk" 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


p/'  +  p  A'  +  pA"  +.  .  .  .  =  _  pk  _  p/.  '  _  pk"  . 


mais  encore 


■4-0*-+-. 
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Cela  posé,  la  valeur  de  Q,  donnée  par  la  formule  (1<)),  deviendra 


(5o) 

ou  même 

(5i) 


f> 


r0A-v-0A' 


2     0 


■), 


a  =  o" 


.  —  0"  —  0"   —  0"     —  , 


D'ailleurs,  le  second  membre  de  la  formule  (5i)  est  une  fond  ion 
alternée  des  racines  primitives  de  l'équation  (><>),  et  si,  dans  cette 
fonction,  l'on  remplace  p  par  p'",  m  étant  premier  à  n,  elle  changera  ou 
ne  changera  pas  de  signe,  en  conservant,  au  signe  près,  la  même 
valeur,  suivant  que  m  sera  ou  ne  sera  pas  résidu  quadratique  (p.  2^2). 
Donc,  si  n  est  un  nombre  premier  impair,  la  valeur  de  Q  déterminée 
par  la  formule  (.35)  ou  (-I9)  ne  sera  autre  chose  qu'une  fonction 
alternée  des  racines  primitives  de  l'équation  (3o);  et  la  substitu- 
tion de  p'"  à  p,  dans  cette  fonction,   n'aura  d'autre  effet   que  de  faire 


^ï 


varier  la  valeur  de  12  dans  le  rapport  de  1  à 
posant 

on  a,  en  vertu  de  la  formule  (  '16)  ou  (  l\&), 

(5a)  Q  =  n*(\f^~i)y 

si  l'on  suppose  au  contraire 

(53)  P  =  e'"")v~ 

m  étant  premier  à  n,  on  trouvera 


Donc,  puisqu'en  sup- 


(54) 


Q 


n-l  \> 


Si  m  cessait  d'être  premier  à  n,  c'est-à-dire,  s'il  était  divisible  par/?, 
alors  la  formule  (35  |  donnerait  immédiatement 


(55] 


o 
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Supposons  maintenant  que  //  soit  le  carré  d'un  nombre  premier  v, 
en  sorte  qu'on  ait 

n  =  v!  ; 
alors  ces  deux  entiers 

t,  ?.,  3,  .  .  .,  /*  —  i, 

qui  seront  divisibles  par  v,  et  dont  le  nombre  sera  v,  offriront  des 
carrés  divisibles  par  v2  ou  n.  Donc,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (35),  v  puissances  de  p,  qui  offriront  ces  carrés  pour  exposants, 
se  réduiront  chacune  à  l'unité.  Si  d'ailleurs  on  continue  de  nommer 

h,     h',     h",      .  .  . 

les  résidus  quadratiques  inférieurs  à  n,  on  obtiendra,  au  lieu  de  la  for- 
mule (5o  ).  la  suivante  : 

(56)  S2-v  +  2(  p'1  -+-  pA'+  p'1"  +  ...). 

Enfin,  si  p  désigne  une  racine  primitive  de  l'équation  (3o),  et  si, 
parmi  les  résidus  quadratiques 

h,     h',     h",     ..., 
relatifs  au  module 

n  =  v2, 

on  considère  ceux  qui  sont  équivalents  à  un  même  nombre,  représen- 
tant un  résidu  quadratique  relatif  au  module  v,  ees  résidus  correspon- 
dront à  des  puissances  de  p,  dont  la  somme  sera  nulle  (p.  248-249).  H 
y  a  plus,  pour  que  celle  somme  s'évanouisse,  il  ne  sera  pas  nécessaire 
que  p  désigne  une  racine  primitive  de  l'équation  (3o),  mais  seulement 
une  racine  distincte  de  l'unité.  Donc  par  suite  si,  n  étant  le  carré  d'un 
nombre  premier  impair  v,  p  diffère  de  l'unité,  la  somme  totale  des 
diverses  puissances  de  p,  qui  offriront  pour  exposants  les  divers  rési- 
dus quadratiques,  s'évanouira,  en  sorte  que  l'on  aura 

p'1  -h  p'''-+-  pA"  +  .  .  .  —  o, 

et  l'équation  (  56  )  donnera  simplement 

(57)  <>  =  v. 
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Si  p  se  réduisait  à  l'unité,  la  même  équation  donnerait 

<>  =  n, 

el  l'on  se  retrouverait  ainsi  ramené  à  l'équation  (55).  Au  reste  il  esl 
facile  de  reconnaître  que  l'équation  (  5^  )  se  trouve  elle-même  comprise, 
comme  cas  particulier,  dans  la  formule  (54)»  lorsqu'on  attribue  géné- 

le  sens  que  lui  donne  M.  Jacobi,  el  que  l'on 


ralemenl  à  la  notation 
pose  en  conséquence 


n 


Supposons  enfin  que  n  soit  une  puissance  entière  d'un  nombre  pre- 
mier et  impair  v,  en  sorte  qu'on  ait 

n  =  va. 

Alors,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  qui  précèdent,  l'on 
prouvera  encore  que  l'équation  ("■>])  subsiste,  pour  des  valeurs  de  m 
premières  à  n,  pourvu  que  l'on  pose  généralement  avec  M.  Jacobi 


Effectivement,  m  étant  premier  à  n.  posons 

ç  sera  une  racine  primitive  de  l'équation 

x'  =  i  ; 

et  l'on  reconnaîtra  sans  peine  :  i°  que,  dans  le  développement  de  12,  la 
somme  des  puissances  de  p  dont  l'exposanl  est  divisible  par  une  puis- 
sance de  v  d'un  degré  inférieur  à  a—  \  s'évanouit;  2°  que  la  somme 
des  autres  terme-  se  réduit,  pour  des  valeurs  paires  de  a,  an   nombre 

a  1 

et  pour  de-  valeurs  impaires  de  a.  au  produit 

n  —  1 


:ï-2v         mémoire  sur  la  théorie  des  nombres, 

Or,  comme  on  aura  pour  p  =  e0i'~i 


1)1  <D  j         I 


et  pour  p  =  e 

il  eu  résulte  que  la  somme 

•i  -+- 
se  réduira  pour 

et  pour 


2TT 

ç  —  e' 


ç  —  e   v 


p  -eu/-' 


r-^r 


Donc,  par  suite,  pour  des  valeurs  impaires  de  a,  le  produit 

a  -  1 

V  «   (i-4-ç»+ç*  +  ...  +  ç<v-»') 

se  réduira,  tant  que  /w  et  /z  seront  premiers  entre  eux,  à  l'expression 
qui  ne  différera  pas  de  la  suivante, 


xw 


(=tY 


en  sorte  que  la  formule  (54)  se  trouvera  encore  vérifiée.  Par  des  rai- 
sonnements semblables,  on  déterminera  généralement  la  valeur  que 
prend  12,  lorsque,  la  valeur  de  n  étant 


m  cesse  d'être  premier  à  //  ;  et  l'on  reconnaîtra  que,  dans  ce  cas,  Q  est 
le  produit  d'une  certaine  puissance  de  v  par  la  valeur  de  £2  qu'on  aurait 
obtenue,  si  l'on  eût  substitué  au  module  n  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion —  réduite  à  sa  pins  simple  expression.  Si  l'on  supposait  m  =v", 


on  trouverait 
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et  la  valeur  de  (2  serait  précisément  celle  que  fournit  l'équation  (55). 
Il  est  facile  de  vérifier  sur  des  exemples  particuliers  les  principes 
généraux  que  nous  venons  d'établir.  Ainsi  l'on  trouvera,  pour?*  =  3, 


£2  =  i  +  prt-p*=H-2p. 


Donc  alors,  en  supposant 


p==e«ù/-ij 


27T 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


Ait  I .        iT.  l  O        i 

p  =  COS-5-  4-  \j—  I  Sin-5-  = 1 V  —  '» 

o  3  2  2 


on  aura 

S2  =  3'v/=T, 

tandis  qu'en  posant  successivement 


p  =  e!("  (M  =  —  -  —  —  y/—  1 


2  2 


et 


P  =  »> 


on  trouvera,  dans  le  premier  cas, 

o  =  -3%/=r<" 
el  dans  le  second  cas 


3*  y/—  1 , 


<>=:3. 

On  trouvera  de  même,  pour  /?  =  5, 

£2  =  14-  p  4-  p*  +  p9  4-  p16  =  1+20  +  20*. 

Donc  alors,  en  supposant 


p  =  c  '        =  cos-^1  -+-  y/—  1  si  11  -- 


a  — 
5 
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on  aura 

i 

o  7X 
£2  —  I  -+-  4  COS  -r-  =  O2, 


tandis  qu'en  posant  successivement 

on  trouvera,  dans  le  premier  et  le  second  cas, 


47T 


6tî 


p  =  I  H-  4  COS  -rr  =I  +  q  COS  -p-  =  —  o-, 

1  .>  o 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


o  = 


dans  le  troisième  cas, 


2 

i 

"3' 

~ 

i)  — 

~ 

5 

:j 

1 


.  8tï  .  27T  t5 

p  =  i  -+-  4  cos  -=-  =  i  +  a  cos  -=-  =  5  , 
'  5  ) 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


et  dans  le  dernier  cas, 


i 


52; 


p  =  5. 


De  même  on  trouvera,  pour  x  =  9  =  32, 

£2  =  1  -+-  p  -h  p;  -+-  p9  -+- .  . .  -4-  p°*  =  3  +  2  (  p  -+-  p4  -+-  p7  )  ■  -  3  -f- 


«ÊLzl_a. 


PB- 


3: 


et,  par  suite, 


a  =  3  =  9s, 


à  moins  que  p  ne  se  réduise  à  l'unité,  et  la  valeur  de  Q  à  celle  que  donne 
la  formule 

a  =  9. 

Si  au  contraire  l'on  prend  ,r=  27  =  33,  on  trouvera 

12  =  1  -4-  p  4-  p4  4-  . , .  4-  p'.6'  =  3  +  6p9 -+-  2p (1  +  pJ 4-  . .  .  4-  pn )  ; 

et,  par  suite,  en  supposant 

p  —  e0>/-l_gï7 
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on  aura 


Œ=3(l  +  202), 


OU,  ce  (fui  revient  au  même. 


G  =  3\ 
tandis  que,  si  l'on  pose 


i  +  ie 


!ï,Fî 


1  1 

j  =  3.3?vCIT=27i 


V  -  ' 


/??  étant  premier  à  3,  l'on  trouvera 


—  g"t(ot  - 1 


12  =  3-(  r  -+-  2  cos  — g —  \  —  i  ) 


3 


-'-;%  '—  ». 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


h^j- 


Si  m  cessait  d'être  premier  à  27,  alors  on  trouverait  :  i"en  supposante 
divisible  une  seule  l'ois  par  3, 

Q  =  3<+6pn=g; 

2°  en  supposant  m  divisible  par  32  =9, 

Q  =  3  -t-  6  -+-  2 .9  =  27. 

Passons  maintenant  au  cas  où  le  module  se  réduit  à  2  ou  à  une  puis- 
sance de  2. 
Lorsqu'on  a  précisément  «  =  2,  l'équation 


offre  pour  racines 

et  par  suite  la  valeur  de 


-  1 ,     +  1  ; 

i>  !   +  S 


se  réduit  a  zéro  ou  ;i  2,  suivanl  que  l'on  prend  pourp  la  racine  positive 
ou  la  racine  négative.  I);m>  le  premier  e;i-,  on  retrouve  la  formule  (  5  >  t. 
Lorsqu'on  suppose  ce  —  2-  =  \.  l'équation 


X'  =  I  , 
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a,  pour  racines  primitives, 

p  =  ew'fri  —  e-  v        =V— 'ï 


et 


3  71      


Alors  les  valeurs  de  O  que  fournit  l'équation 

£2  =  i  +  p  +  pi-|-p!!=2(i-+-p), 

quand  on  y  pose  successivement 

P  =  v/—  ï,        p— —  \/— i, 
sont 

o  =  2(I  +  v/— ,-), 

û  — 2(i  — \/=ï). 

La  première  de  ces  valeurs  est,  comme  on  devait  s'y  attendre,  celle 
que  fournirait  l'équation  (45).  Si  l'on  prenait  pour  p,  non  plus  une 
racine  primitive  de  l'équation 

.Z4=  I, 

mais  l'une  des  deux  autres  racines  —  ï,  ï,  la  formule 

G  =  2(l  +  p) 

donnerait,  pour  p  =  —  ï, 

£2  =  o 
et,  pour  p -—  ï, 

£2=2.2  =  4. 

Lorsqu'on  suppose  n  =  23  =  8,  l'équation 

.r8=  ï 

a  pour  racines  primitives  les  expressions  imaginaires 

ew>~,     eW~,      e-","J-'\     c~M\~, 

l'arc  w étant  —  =  y,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  expressions  ima- 
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ginaires 

I  -1-  \f —  I  —  I  +  ^   —  I  —  I  —  y  '  —  I  —H  F  —  \   —  I 

y/a  y/2  y/a  y/2 

et,  si  l'on  prend  alors  pour  p  l'une  de  ces  expressions,  la  valeur  de  Q, 
généralement  déterminée  par  la  formule 

.Q  =  I  +  0  +  01+  f  -+-  Otù  -+-  O25  +  Û3I!  +  p19=r2(l  +  2p  +  p4  ), 

se  réduira  simplement  à 

1 

iP  =  8»(±i=Pv/iri';- 

• 

Lorsque,  dans  ce  dernier  produit,  on  réduit  chaque  double  signe  au 
signe  -h,  on  retrouve,  comme  on  devait  s'y  attendre,  la  valeur  de  il 
fournie  par  l'équation  (45).  Si  l'on  prenait  pour  p  une  racine  non  pri- 
mitive de  l'équation 

.r8=  1, 

c'est-à-dire  l'une  des  racines 

y— 1,     —y—',     —1»     '» 
qui  vérifient  l'équation  de  degré  moindre 

la  valeur  de  Q,  réduite  à 

4(i  +  p), 

serait  évidemment  double  de  celle  qu'on  aurait  trouvée  en  supposant, 
non  plus  fl  =  8,  mais  n  =  \. 

On  obtiendrait  avec  la  même  facilité  les  valeurs  de  Cl  correspondant 
à  n  =  24  =  16,  ii  n  =  i>5  =  '3-2,  etc. 

Concevons  maintenant  que  //,  cessant  de  représenter  un  nombre 
premier  ou  une  puissance  d'un  tel  nombre,  désigne  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  premiers 

v,      v',      v",       .  .  . 

élevés  à  des  puissances  entières,  donl  les  degrés  soient  respective- 

OF.uvres  </<-   C.  —   S.    I.   t     III.  .'(2 
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ment 

a,    h,    c,     .  .  ., 

en  sorte  que  l'on  ait 

(58)  n  =  vav">\)"c.... 

Alors,  en  vertu  du  théorème  IV  de  la  Note  VI,  si  l'on  représente  par  p 
une  racine  primitive  de  l'équation  (i),  p  sera  de  la  forme 

(5g)  p  =  &,£..., 

chacun  des  facteurs  ç,  r\,  '(,  ...  désignant  une  racine  primitive  de  la 
première,  on  de  la  seconde,  ou  de  la  troisième,  etc.  des  équations 

(60)  JFV"=I,  X^"'=l,  Xv'c=zi,  ..., 

et  les  n  racines  de  l'équation  (1)  seront  les  n  valeurs  qu'on  obtient 
pour  p',  en  prenant  successivement  pour  /tous  les  entiers 

o,      1,     2,     3,      .  .  . ,     n  —  1 
inférieurs  à  n.  Soient  d'ailleurs 

>.,   v,   r,    ... 

les  restes  qu'on  obtient  en  divisant  successivement  l'exposant  /  par  les 
divers  facteurs 

v",     v'b,     v"c,      .  .  . 

(le  l'exposant  n.  Comme  les  valeurs  de  A  seront  en  nombre  égal  à  v". 
les  valeurs  de  X'  en  nombre  égal  à  v'*,  les  valeurs  de  X"  en  nombre  égal 

à  v"' les  systèmes  de  valeurs  de  X,  X',  À",  ...  seront  en  nombre  égal 

au  produit 

vav"'v"c.  ..=  11, 

r'rsl-ii-ilire,  en  même  nombre  que  les  valeurs  de  /.  Donc  à  chaque 
valeur  de  /  correspondra  un  seul  système  de  valeurs  de  À,  À',  À",  . . .,  et 
réciproquement.  Ce  n'est  pas  tout.  Comme  les  formules 

/=/.        (mod.v"),      .  l  =  V        (rood.v'4),         1  =  1"         (moil.v"'), 
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entraîneront  évidemment  les  suivantes, 

/'•=),'      (mod.v),        /;=À"       (mod.v'*),        l'-=\"       (mod.v**),        ..., 

quel  que  soit  l'entier  désigné  par  -.,  on  peut  affirmer  que  l'équation  <  39) 
(Mitrainera  non  seulement  la  formule 

(61)  P'=(' 7/ :''•..., 

mais  encore  la  suivante, 

(62)  ?'Wv'r\... 
Donc,  en  posant,  pour  abréger, 

on  aura  non  seulement 

(63)  i   «+P  +  P-  +  P-  +  ...  +  P- 

(       =  (  1  -+- i  4- 11  4-  â  4- . . .  4-  £?-'  )  (  1  4-  "0  -+-  Yi*  4-  rj3  4- .  . .  4-  n*/- ')..., 

mais  encore 

i  r  -H  p  H-  p2'  -1-  p3'  -4- ...  4-  p{"-"1 

(64)  <         =       (i-h;  H-;31  +;''+...i-.vHi') 

X  (  1  +  ri  +  rr  4-  rj!'  -+- ...  4-  o('/.-|)l) 

Ainsi,  en  particulier,  en  prenant  1  =  2,  on  trouvera 

1  i  +  p+pl  +  p,+...+  p(»-i)' 

(65)  =      (i  +  5  +  ^_(.|t+...  +  |(9-iJI) 

'  X  (l4-yH-YÎ4+Y}94-...4-ïJ(X-1)').... 

De  cette  dernière  formule,  que  M.  Gauss  a  établie  comme  nous  venons 
de  le  faire,  il  resuite  évidemment  qu'une  valeur  de  12,  correspondant 
à  une  valeur  donnée  du  degré  //  de  l'équation  (3o),  est  le  produit  de 
divers  facteurs  dont  chacun  représente  une  valeur  de  12  correspon- 
dant, non  plus  au  degré  donne  n  et  à  l'équation  (3o),  mais  à  l'un 
des  degrés  •/',  v'\  v"c,  ...  et  a  rime  des  équations  (60  ».  Donc,  puisque 
nous  avons  appris  à  trouver  la  valeur  de  12  correspondant  au  cas  où  // 
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est  une  puissance  d'un  nombre  premier,  la  formule  (G5)  offrira  le 
moyen  d'obtenir  la  valeur  de  (2  dans  tous  les  cas  possibles. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  n  est  un  nombre  impair  com- 
posé de  facteurs  impairs  inégaux 


en  sorte  qu'on  ait  simplement 

vvV.  .  .=:  n. 

Alors  les  équations  (60)  deviendront 

(66)  a;v=i,         xv=i,         x*"=i,         ...; 

par  conséquent,  la  formule  ((35)  sera  réduite  à 

,  1  +  0  +  p4  -+-p9  -+-. .  .+  p("-t}'- 

(67)  )=        (l  +  l  -+-4i  +  ;9+...4-^v-"2) 

'        X  (1  -+-Y]  +r;4  +  rj9  +  .  .  .4-n(v'-1>2).  .  ., 

et  l'on  conclura  de  cette  formule  que  la  valeur  de  £2,  correspondant  à 
l'équation  (3o),  est  le  produit  de  facteurs  dont  chacun  représente  une 
valeur  de  12  correspondant  à  l'une  des  équations  ((30).  D'ailleurs,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  le  premier,  le  second,  le  troisième,  etc. 
de  ces  facteurs  représenteront  des  sommes  alternées  des  racines  pri- 
mitives de  la  première,  de  la  seconde,  de  la  troisième,  etc.  des  équa- 
tions (66).  Donc,  le  produit  de  ces  mêmes  facteurs,  ou  la  valeur  de  il 
correspondant  à  l'équation  (3o),  représentera  une  somme  alternée 
des  racines  primitives  de  cette  équation  ;  et,  en  raisonnant  comme  à 
la  page  27G,  on  reconnaîtra  facilement  que  la  formule  (52)  entraîne 
encore,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  formule  (54). 

Pour  montrer  une  application   de  la  formule  (67),  supposons  en 
particulier 


n  —  i5  =  3.  5. 


Alors  on  trouvera 


£2  =  i  +  p-+-pv+p9-t-...4-puî 
=  1  -+-  4p  -+-  (\  p*  -+-  2  pr'  -t-  2  p9  -+-  2  p,0=  (1  -+-  2  p10  )  (  I  -+-  1  pr'  -4-  2 p9  )  ; 


NOTE   \.  333 

et,  par  suite,  si  l'on  pose 

;  —  p10,  *=?*, 

on  aura 

0  =  ([  +  2;)(l-+-2Y)-|-2-nV), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

£2  =  (  i  4-  ;  4-  i;  )  (  i  4-  n  4-  *]*  -+-  rj9  4-  ïj16  ), 

attendu  que,  p  étant  racine  de  l'équation 


\  —  p10  sera  racine  de  l'équation 


et  Y)  =  p6  racine  de  l'équation 


X°3:l, 


Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 

0  =  g1*  =  COS— —  4-  y —  I   Slll  -^r> 

r  i  ;>  i ,) 

on  trouvera 

i^  i 

l  +  2-=-32\/-l,  I  -t-  2Tt  4"  2ri'  =  -  5% 

et  par  suite  on  aura,  conformément  à  l'équation  (32), 
G  =  (—  3'  V/^~T)  (-  5*)  =  1 5*  v/~. 
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NOTE  XI. 

MÉTHODE    SIMPLE    ET    NOUVELLE    POUR     LA     DÉTERMINATION    COMPLÈTE    DES    SOMMES 
ALTERNÉES,    FORMÉES    AVEC    LES    RACINES    PRIMITIVES    DES    ÉQUATIONS    BINOMES. 

Soit 

P 

une  racine  primitive  de  l'équation 

(i)  xn—\, 

et  supposons  d'abord  que  n  soit  un  nombre  premier  impair.  Les  di- 
verses racines  primitives  de  l'équation  (1)  pourront  être  représentées 
par 


ou  par 


p,    p\    p\     •••>    p'1'1, 


nm         r,ïin         r.3m  n(«— l)«i 

r>r»r'       •  •  •  »      r  > 


m  étant  premier  à  n.  Soit  d'ailleurs  (0  une  somme  alternée  de  ces  racines 
primitives.  Cette  somme  sera  de  la  forme 

(2)  (Q  =  pA  +  p'1' +  pk"  + . . .—  p*—  p*'—  p*"— . . ., 

les  exposants 

1 ,    2 ,     3 ,     . . . ,    n  —  1 

étant  ainsi  partagés  en  deux  groupes 

h,     h',     h",     ...         et        k,     k',     k",     ..., 

dont  le  premier  pourra  être  censé  renfermer  les  résidus  quadratiques 

',    4,     •■  -, 

et  le  second  les  non-résidus  suivant  le  module  n.  Si  l'on  suppose  en 
particulier  n  =  3,  on  aura  simplement 

en  sorte  qu'une  somme  alternée  a)  pourra  être  représentée,  au  signe 
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près,  par  le  binôme 

ou  plus  généralement  par  le  binôme 

p'"—  p-"', 

m  étant  non  divisible  par  3.  Si  //  devient  égal  à  5,  les  binômes  de  la 

forme  z"1  —  z~'"  se  réduiront,  au  signe  près,  à  l'un  des  suivants, 
ii  ~      i 

p1  —  p'*.—  p1  —  p-1>        p2  —  P3  —  P*  —  P  '» 
et  le  produit  de  ces  deux  derniers  binômes,  savoir 

(p1  -  p-)  (o'-p")  =  p2  -h  ?:J  -  p  -  p», 
représentera  encore,  au  signe  près,  la  somme  alternée 

cô  =  p  +  pv —  p2  —  p8, 

qui  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

CB  — (p«_p-i)(pî_p-) 

J'ajoute  qu'il  en  sera  généralement  de  même,  et  que,  pour  une  valeur 
quelconque  du  nombre  premier  n,  la  somme  alternée  CD  pourra  être 
réduite  au  produit  <£  déterminé  par  la  formule 

(3)  <£  —  (p1  —  p->  )  (p8—  p-3). . .( p"--  —  p-<»-!>). 

Effectivement,  ce  produit,  égal,  au  signe  près,  au  suivant, 

( p'  —  p" )  (ps—  p"-2 ) . . .  (  p"1-—  p"1-  j, 

changera  tout  au  plus  de  signe,  quand  on  y  remplacera  p  par  c"\  attendu 
qu'alors  les  ternies  de  la  suite 

p,     p-,     p\      p"    ' 

se  trouveron(  remplacés  par  les  termes  de  la  suite 

P'",  p2'",  p"",  ...,  pi"-»)'», 


336  MÉMOIRE  SUR  LA   THÉORIE  DES  NOMBRES. 

qui  sont  les  mêmes,  à  l'ordre  près,  et  chaque  binôme  de  la  forme 

par  un  binôme  de  la  même  l'orme 

p»>i—  p-m/. 

Donc  le  produit  <£  ne  pourra  représenter  qu'une  fonction  symétrique 
ou  une  fonction  alternée  des  racines  primitives  de  l'équation  (i).  Donc 
il  sera  de  l'une  des  formes 

a,     aô>, 

a  désignant  une  quantité  entière  positive  ou  négative,  et  son  carré  $2 
sera  de  l'une  des  formes 

a2,     a2cù2. 

Comme  on  tirera  d'ailleurs  de  l'équation  (3),  non  seulement 

£_  pl+3+5+...+(n-!)(j  _  p-î)  (,  _  p-«).  .  .(,  _  p-ï(»-ï))j 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

9  =  P(—)  (, - p"-2) (i - p—«). . .(i - p»), 

mais  encore 

$=(-l)~P~(~H    (,_p!)(l_pi)...(,_p--*), 

et  par  suite 

n  —  1 

T-  =  {-i)  2    (i_pî)(i_p*)(i_  p6)...(I_p»-«)(i_p»-*)(r  — p»-«) 

n  —  1 

=  (-1)    S     (l-p)(l-p2)...(l-P»-1) 

77—1 
=   (—   I)        '         «, 

il  est  clair  que  <J.12,  n'étant  pas  de  la  forme  a2,  devra  être  de  la  forme 
a2(D2.  On  aura  donc 

71  —  1 

(/i  )  (—  i  J-5"  «  =  a2  iû»,         T  =  a  S). 

Or,  (O-  ne  pouvant  être  qu'une  fonction  symétrique  de  p,  p2,  ...,  f"~\ 
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et  par  conséquent  un  nombre  entier,  la  seule  manière  de  vérifier  la 
première  des  équations  (4)  sera  de  poser 


On  aura  donc 

par  conséquent 
(5) 


a2=i,         (D'-=(—  i)  2    n. 


a=±i, 


tC 


,0  ; 


et  toute  la  difficulté  se  réduit  à  déterminer  le  signe  qui  doit  affecter  le 
second  membre  de  la  formule  (5).  Or,  si,  dans  la  somme  alternée 


iÔ  =rp/'+p/''4-p/'"+.  .  . 

on  remplace  généralement 

p'     par 


p* —  p*' 


cette  somme  sera  remplacée  elle-même  par  la  suivante, 


-[;H£ 


n  —  i  =  —  i 


(niod.  n), 


tandis  que  la  somme  alternée  Œ>  se  changera  en 

—  (n  —  i)  =  i         (  niod.  n). 

Donc,  pour  décider  si,  dans  la  formule  (5),  on  doit  réduire  le  double 
signe  au  signe  -+-  on  au  signe  —  ,  il  suffira  de  chercher  la  quantité  en 
laquelle  se  transforme  le  développement  de  <$,  quand  on  y  remplace 

/ 

n 


chaque  terme  de  la  forme  p'  par 


,  et    de    voir    si    cette    quantité, 


divisée  par  //,  donne  pour  reste  —  i  ou  -+-  i.  Or,  comme  le  développe- 
ment de  (JC  se  composera  de  ternies  de  la  forme 


±  o-1 


le  signe  qui  précède  z  étant  le  produit  (\r>  signes  qui,  dans  l'exposant 
de  p,  précèdent  les  nombres  i,  3,  5 la  quantité  dont  il  s'agit  sera 
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la  somme  des  expressions  de  la  forme 

zhi±3±5±.. 

le  signe  placé  en  dehors  des  parenthèses  étant  le  produit  des  signes 
placés  au  dedans.  Elle  sera  donc  équivalente,  suivant  le  module  n,  à  la 
somme  des  expressions  de  la  l'orme 

n  —  I 

(6)  ±[±i±3±5±...±(#t  —  2)]  ».  . 

Ainsi,  en  particulier,  elle  sera  équivalente,  pour  n  =  3,  à 

i1 — (— i)':=2  =  — i         (mod.3); 


pour  n  =  5,  à 
(i  +  3)*+(-i 


(—  1  +  3)*—  (i-3)2=4=—  i         (mod.5). 


D'ailleurs,  si  l'on  suppose  le  nombre  des  lettres  a,  b,  c,  ...  égal  à  m, 
la  somme  des  expressions  de  la  forme 


(7) 


(: 


•)'", 


développées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a,  b,  c,  ...,  ne 
pourra  renfermer  aucun  terme  dans  lequel  l'exposant  de  a,  ou  de  b,  ou 
de  r,  s'évanouisse.  En  effet,  comme,  dans  cette  somme,  deux  expres- 
sions qui  ne  différeront  l'une  de  l'autre  que  par  le  signe  placé  devant 
la  lettre  a,  présenteront,  en  dehors  des  parenthèses,  des  signes  con- 
traires, elles  fourniront  deux  développements,  dont  les  divers  termes 
se  détruiront  mutuellement,  à  l'exception  de  ceux  qui  renfermeront 
des  puissances  impaires  de  a.  Donc,  chacun  des  termes  qui  resteront 
dans  la  somme  dont  il  s'agit  sera  proportionnel  à  une  puissance 
impaire  de  a;  et,  comme  il  devra  être,  par  la  même  raison,  propor- 
tionnel à  une  puissance  impaire  de  c,  ...,  il  est  clair  que,  dans  un 
terme  conservé,  ces  diverses  puissances,  dont  les  exposants  auront 
pour  somme  le  nombre  m,  devront  toutes  se  réduire  a  la  première 
puissance,  et  chaque  exposant  à  l'unité.  Donc,  les  seuls  termes  qui  ne 
se  détruiront  pas  les  uns  les  autres,  seront  les  termes  proportionnels 
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au  produit 


abc.  . 


de  toutes  les  lettres  a,  />,  c,  ...;  et,  puisque  chacune  'les  valeurs  de 
l'expression  (7)  offre  dans  son  développement  un  semblable  terme, 

précisément  égal  au  produit 

(1 .3.3. .  .m  )abc . .  . , 

il  suffira,  pour  obtenir  la  somme  de  ces  valeurs,  de  multiplier  leur 
nombre  -i'"  par  ce  même  produit.  Donc  la  somme  dos  valeurs  de  l'ex- 
pression (7  )  sera 

2'"(i  .2  .3.  .  .ta)  abc .  .  . . 

Si  maintenant  on  remplace 

a,    0,    c,     ... 

1,     3,     5,      .  .  . ,     2  m  —  1, 

2'" (1 .2.3.  .  .  m) abc .  .  . 


par  les  nombres 
le  produit 
deviendra 


2'" (1 . 2 . 3. . .  m)  1 .3. 5. . . ( sm  —  1  ' 

Donc,  en  écrivant au  lieu  de  m,  on  reconnaîtra  que  la  somme 

des  expressions  (6)  a  pour  valeur  le  produit 

1.3.3.  ..(71  —  1)=  — 1         (mod.7i). 

Donc  9  se  transformera  en   une  somme  équivalente  à —  1,  si  l'on  y 
remplace  généralement 


p'    par 


d'où  il  suit  que  l'équation  (5)  devra  être  réduite  à 

(8)  <r  =  (©. 

En  d'autres  termes,  on  aura 


(9) 


(  (pl  —  p-i)(p3      p    •). .  .(p*--*_  p-<"-5>) 
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//,  h',  h",  ...  étant  les  résidus  quadratiques,  et  À\  k',  A",  ...  les  non- 
résidus  quadratiques  inférieurs  au  module  n.  On  se  trouve  ainsi  rament' 
à  la  belle  formule  que  M.  Gauss  a  donnée  le  premier  dans  le  Mémoire 
intitulé  :  Summatio  serierum  quarumdam  singularium,  et  qui  convertit 
la  somme  alternée 

(0  =  p''  ■+-  p'1'  -+-  ph"  -+- .  .  .  —  pk  4-  p*'  H-  pk" .  .  . , 

dont  le  carré  CD2  vérifie  l'équation 

n  —  1 

(io)  ©*=(— i)  2    n, 

en  un  produit  de  la  forme 

(pi_p-i)(p3-p-3)...(p*-s_p-c»-*)). 

Or,  cette  conversion  une  fois  opérée,  il  devient  facile,  comme  l'on  sait, 
d'assigner,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  exacte  de  la  somme  alternée  ©. 
On  y  parvient,  en  effet,  comme  il  suit. 

Observons  d'abord  qu'en  vertu  des  formules 

p"-s—  p-(»-2>  =  —  (ps—  p-*),        p»-*_p-(»-*)  =  _(p*_p-*)t         ..., 

le  premier  membre  de  l'équation  (9),  ou  la  valeur  de  la  somme  ©,  se 
réduira  :  i°  si  n  est  de  la  forme  l\x  -+-  1,  à 

n  —  I  /    n  —  I 


(M)  (B  =  (-I)4      (pl_p-l)(pî_p^)...(p    «      -p  2       ). 

■2"  si  «  est  de  la  forme  \.r  -+-  3,  à 

»  —  3  /     n  —  1  n  —  1  \ 

(ia)  ©  =  (-1)  4  (p'  -  p-*)  (p«-  p-«). .  Ap~-  p"  ~], 

attendu  que  le  nombre  des  entiers  pairs,  et  inférieurs  à  -n,  sera 

n  —  1 
si  est  pair, 


1 

n 

—  1 

n  —  1 

* 

2 

2 

4 

1 1 

(n 

—  I 

\ 

M  —  3 

21 

L 

9. 

' 

4 

et 

1  /  «  —  1         \        «  —  3 

si         esl  impair. 

D'autre  part,  si  l'on  pose 

(>3)  p  =  è^s  ', 
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on  en  conclura  généralement 

•    2/7:  / — 
(i_i)  p — p~'=2sm \ — 1; 


,    1 


et  il  est  clair  que,  pour  toute  valeur  de  /  inférieure  à  -  /*,   le  coefficient 


de  y  —  1,  clans  le  second  membre  de  l'équation  (  14),  sera  une  quantité 
positive.  Enfin,  l'on  tirera  de  l'équation  (14)  :  i°  en  supposant  n  de  la 
forme  4-^'  -+-  1 . 

I  (o1  — p-'Hp2— p-2)...'  o~  -p~^~) 
(l5)  '  "  ~  '  - 

n-\      n-\  ,  T. 

=  ( — 1)        2        sin  —  soi —   --sin 


11  n  n 


2°  en  supposant  n  de  la  forme  \x  -h  3, 

(p1  — p-')(p5— p-2)...\p    2     — p       - 

(16)  '  l  * 

n— 3    n  -1  ,  ■ 7T 

=  (—  1).  *    2   '    sin — soi •  •  soi y — i. 

n  n  n 

Donc,  si  l'on  attribue  à  p  la  valeur  que  détermine  l'équation  (i3),  on 
tirera  des  formules  (11)  et  (12):  i°  en  supposante  de  la  forme l\x  -+-  1, 

n  —  1 

„-\  ,  7C 

(17)  (à  =    l    sin —  sin  —  •  •  ■  soi ; 

/(  n  n 

2°  en  supposant  n  de  la  forme  (\x  -h  3, 


n  — I 


o  7"  [i  7"  2  ; 

(18)  (0  =  2   '    sin — -  sin — -".sin v — '■ 

n  n  11 

Or,  en  substituant  l'une  de  ces  dernières  valeurs  de  la  somme  alternée 
et)  dans  la  formule  (10),  on  en  conclura  que  le  produit 

n  —  1  _ 

«  -  1  ,  ■ . 

-5—     .      27t.       |~  2 

2    "      SOI  — -  SOI  •  •  ■   SU) 


Il  II  II 


a  pour  carré  le  nombre  n.  Donc  ce  produit,  qui  ne  renferme  que  des 
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(acteurs  positifs,  sera  lui-même  positif,  et  égal  h  ri2.  On  aura  donc,  quoi 
<] iif  soit  le  nombre  premier  n,  pourvu  qu'il  surpasse  2, 


(>9) 


•    .      27T     .      47T 
sin SU) 


SOI 


et,  par  conséquent,  les  équations  (17),  (18)  se  réduiront,  la  première 
à 


(30)  (0  =  ri2, 

la  seconde  à 

(21)  (£)  =  n*\/—  1; 

en  sorte  que  l'une  et  l'autre  seront  comprises  dans  la  formule 

(22)  10  =  ^(^—1)^    »    ' . 

Si  maintenant  on  veut  obtenir  la  valeur  de  ô)  correspondant  à  la 
valeur  de  p  que  détermine,  non  plus  la  formule  (i5),  mais  la  suivante, 


(23) 


y/TT 


///  étant  un  entier  quelconque  non  divisible  par  n,  il  suffira  évidem- 
ment de  remplacer,  dans  la  valeur  de  ob  que  fournit  l'équation  (22), 
p  par  p'",  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  suffira  de  multiplier  cette 
valeur  par 


m 

n 


Donc,  lorsque  la  valeur  p  sera  donnée  par  l'équation  (23),  m  étant 
premier  à  n,  la  valeur  de  la  somme  alternée  (0  deviendra 


(24) 


(fi 


m 
n 


«Kv'-'1) 


C^Y 


Les  loi-mules  (21),  (24)  s'accordent  avec  les  formules  (52),  (54)  de 
la  Noie  précédente;  et  cela  devait  être,  puisqu'on  vertu  de  la  formule 
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(5i)  de  la  même  Note  les  sommes  désignées  par  Q  et  par  co  sont  tou- 
jours égales,  quand,  n  étant  un  nombre  premier  impair,  p  désigne  une 
racine  primitive  de  l'équation  (i). 

II  n'en  serait  plus  de  même  si,  dans  les  sommes  il  et  (B,  on  rempla- 
çait p  par  la  racine  non  primitive  de  l'équation  (i),  c'est-à-dire,  par 
l'unité,  puisqu'alors  évidemment  la  somme  (2  se  réduirait  au  nombre 
/?,  et  le  second  membre  de  l'équation  (2)  à  zéro. 

Les  formules  (22),  (24)  une  fois  établies  pour  le  cas  où  n  désigne 

un  nombre  premier  supérieur  à  2,  il  est  facile  de  les  étendre  au  cas  où 

n  désigne  un  nombre  impair  composé  de  facteurs  premiers  inégaux. 

Ainsi,  en  particulier,  soit 

n  =  vv'; 

et  supposons  que,  ;,  Y]  étant  des  racines  primitives  des  deux  équations 
(20)  a;v  =  i,         xy'=  i , 

l'on  pose 

(26)  ?  =  '-;<>• 

p  sera  une  racine  primitive  de  l'équation  (1);  et,  si  l'on  nomme 

D,    A,    A' 

trois  sommes  alternées,  formées  avec  les  racines  primitives  des  trois 
équations 

de  telle  manière  que,  parmi  les  termes  affectés  du  signe  -h,  on  trouve 
dans  la  somme  alternée  <ô  le  terme  p,  dans  la  somme  A  le  terme  :.  dans 
la  somme  A'  le  terme  y],  on  aura,  en  vertu  des  principes  établis  dans  la 
Note  VII, 

(27)  cO'=AA'. 

Soit  d'ailleurs  ///  un  nombre  entier,  premier  :i  v  et  a  v',  par  conséquent 
premier  à  n  ;  et  supposons  que,  dans  les  sommes  alternées 

CD,     A,     A  , 
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on  remplace 
par 

p'",     i'",     r,">. 
Les  valeurs  de 

cO,     A,     A' 

ne  cesseront  pas  de  vérifier  la  condition  (27)  ;  et,  comme,  en  vertu 
des  principes  établis  dans  la  Note  VIII,  les  valeurs  de 

A,    A' 

se  trouveront  multipliées  par  les  quantités 


m 

V 


dont  chacune  se  réduit,  au  signe  près,  à  l'unité,  la  valeur  de  t©  se  trou- 
vera multipliée  par  le  produit 


m 

V 

/// 

v' 

— 

m 

n 

Donc,  la  substitution  de  p'"  et  p  changera  ou  ne  changera  pas  le  signe 
de  la  somme  alternée  ffl,  suivant  que  le  nombre  m  vérifiera  la  première 
ou  la  seconde  des  conditions 


m 
11 


r]- 


Concevons,  à  présent,  que  l'on  pose 


5  =  « 
l'équation  (2(3)  donnera 


*-£•-• 


Y)  =  <? 


s  ir  (  v  —  v  ) 


p  =  e 


v/-, 


et,  comme  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (22), 

on  conclura  de  l'équation  (27) 

(28)  (ô  =  «*(x/37)("T->) 


v  — 1  ,2      /  V  —  1 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(29)  CD  =  {-i)~  ~^n'  (y/^y  ~  ' 

attendu  que  l'on  a  identiquement 


y  —  i  \  -       v  —  iv  —  i 


Il  y  a  plus  :  comme  les  nombres 


v  —  v                 vv  —  i 
et      — 5 


dont  la  somme 


(V  — 1)(V'— I) 


est  divisible  par  2,  seront  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  on 
aura 

y-y  .«  ,  vv-l  ,«  (n-\     - 

w—){  —) = (v^)1 — ]  =  <v~)( — '  • 

Donc  la  formule  (29)  pourra  être  réduite  à 

y  —  1  v— 1     1  _    ,  »—  1  .« 

(3o)  0  =  (— 1)  2       -    ^(v'— 1)     2    '. 

Cette  dernière  équation  suppose  que,  dans  la  somme  alternée  CD,  l'un 
des  termes  précédés  du  signe  -h  est 

2—    V-t-V'l 


0  =  e 


V-i 


Si  à  la  valeur  de  CD,  fournie  par  l'équation  (3o),  on  veut  comparer  celle 
qu'on  obtiendrai!  en  prenant  pour  l'un  des  termes  précédés  du  signe  -+- 
la  valeur  de  a  déterminée  par  la  formule 


o  =  e" 


on  conclura  des  observations  précédemment  faites  que  chacune  de  ces 

àv\\\  valeurs  de  cD  est  le  produit  de  l'autre  par  l'expression 


v-4-V 


1) 


-  1  v—  1 
•1        t 
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Donc,  puisque  la  première  valeur  est   donnée  par  la  formule  (3o), 
la  seconde  sera  fournie  simplement  par  l'équation 


(.S  M  û)  =  /^(V/-l) 

et  si,  au  lieu  de  poser 


W 


p  =  ' 


on  pose  plus  généralement 


on  devra  multiplier  par    —    le  second  membre  de  la  formule  (3i), 
(jui  deviendra 


(32) 


(D  = 


!  ,„- 


Les  formules  (3i)  et  (32)  ne  sont  autre  chose  que  les  formules  (22)  et 
(■±\  ),  étendues  au  cas  où  n  est  le  produit  de  deux  facteurs  impairs  et 
premiers  v,v'.  11  va  plus:  les  raisonnements  dont  nous  avons  fait  usage 
suffisent  pour  étendre  les  formules  (22),  (24)  au  cas  où  n  est  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  impairs  quelconques,  pourvu  que  ces  facteurs 
soient  premiers  entre  eux,  quand  on  suppose  ces  mêmes  formules 
séparément  vérifiées  pour  des  valeurs  de  n  représentées  par  chacun  de 
ces  facteurs.  Donc,  puisque, 


étant  des  nombres  premiers  impairs,  les  formules  (22),  (24)  se  véri- 
fient quand  on  prend 


elles  se  vérifieront  quand  on  prendra  pour  //  le  produit  vv'  de  v  par  v', 
ou  le  produit  v  v'v"  de  vv  par  v' et  par  conséquent  lorsqu'on  pren- 
dra pour  //  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  v.  v',  v 

En  résumé,  si,  n  étant  i\w  nombre  impair,  et  le  produit  de  facteurs 
premiers  inégaux,  ®  représente  une  somme  alternée,  formée  avec  les 
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racines  primitives  de  l'équation  (i  ),  de  telle  manière  que  l'un  des 
termes  précédés  du  signe  -+-  soit  la  valeur  de  p  déterminée  par  la  for- 
mule 


et  si  d'ailleurs  la  somme  B  est  une  fonction  alternée  des  racines  primi- 
tives, non  seulement  de  l'équation  (i),  mais  encore  de  chacune  des 
équations  que  l'on  pourrait  obtenir  en  remplaçant  successivemenl 
l'exposant//  par  chacun"  de  ses  facteurs  premiers,  on  aura  :  i"  en  sup- 
posant n  de  la  forme  \x  -+- 1, 

t 
(33)  (fi  =  /z2; 

2°  en  supposant  n  de  la  forme  ]r-+-  3, 

(3.'|)  (B  =  n~\J—  i. 

.Mais  si,  dans  la  somme  alternée  o.  l'un  des  termes  positifs  est  celui 
que  détermine  la  formule 


o  =  e 


—  t   •> 


on  aura  :  i"  en  supposant  //  de  la  forme  \x  -+-  i, 
(35)  (©  = 

■2"  en  supposant  n  de  la  forme  'j.r  +  5, 


i 


cO 


//'-  \  —  i 


Il  sera  maintenant  facile  de  déterminer  complètement,  dans  tous  les 
cas  possibles,  la  valeur  d'une  somme  alternée  et),  formée  avec  les 
racines  primitive-  de  l'équation  (  i  t.  Considérons  particulièrement  le 
cas  OÙ  la  somme  E)  est  une  fonction  alternée  des  racines  primitives,  non 
seulement  de  l'équation  (i),  mais  encore  de  chacune  des  équations 
qu'on  peut  obtenir,  lorsqu'après  avoir  décompose  l'exposant  //  en  fac- 
teurs premiers  entre  eux,  on  remplace  successivemenl  //  par  chacun 
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de  ces  facteurs.  Alors,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  Notes  VII,  VIII, 
IX,  pour  que  la  somme  os  ne  soit  pas  nulle,  il  faudra  que,  les  facteurs 
impairs  cl  premiers  de  n  étant  inégaux  entre  eux,  le  facteur  pair,  s'il 
existe,  se  réduise  à  l'un  des  nombres 

4,     8; 
et  l'on  aura,  ou 

(37)  (02=«,         Œ)=±n, 

ou  bien 

1 

(38)  (D*  =  —  n,         Q>=±ml\f^~i, 


les  formules  (37)  devant  se  vérifier,  par  exemple,  quand  n  est  de  l'une 

des  formes 

(\x  +  i,         4(4-^  +  3), 

et  les  formules  (38),  quand  n  est  de  l'une  des  formes 

4.r  +  3,       4(4^  + 0- 

Nous  avons  d'ailleurs  donné  (p.  296,  297)  les  conditions  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  exposants 

h,    h',    h",     ... 
dans  la  formule 

CD  =  p'>  -+-  ph'-\-  ph"  + .  .  .  —  p/l ■—  p*'—  p*"  — .  .  . , 

lorsqu'on  en  déduit  les  formules  (37)  ou  les  formules  (38),  et  que  le 

groupe  des  exposants 

h,    h',    h",     ... 

renferme  l'unité.  Or,  de  ces  conditions  on  déduira  sans  peine,  à  l'aide 
de  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  venons  de  faire  usage, 
les  conclusions  suivantes  : 
D'abord,  si  l'on  suppose  //  impair,  et 

p  =  e" 
la  seconde  des  formules  (  ^7  )  se  réduira  simplement  à  la  formule  (33  >. 
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et  la  seconde  des  formules  (38)  à  la  formule  (34  ).  Alors  aussi,  en  pre- 
nant, non  plus 

p  =  e*~       , 
mais 

2  m  71     , 

p  =  e~V~\ 

et  supposant  m  premier  à  n,  on  obtiendra,  comme  on  l'a  dit,  non  plus 
l'équation  (  T3  )  ou  (34).  niais  l'équation  (35)  ou  (36). 

Supposons  à  présent  que,  le  facteur  pair  de  n  étant  le  nombre  \,  on 

désigne  par  u  le  nombre  premier  ou  non  premier  -,  par 

a,     q,     p  =  y.z 
des  racines  primitives  des  trois  équations 

enfin  par 

A,     A',     <D 

des  sommes  alternées,  formées  respectivement  avec  ces  racines,  de 
manière  que,  parmi  les  termes  précédés  du  signe  -h,  on  trouve  dans  la 
somme  A  la  racine  «,  dans  la  somme  A'  la  racine  ç,  dans  la  somme  cB  la 
racine  p.  Si  l'on  pose 

a  =  e  ,         ç  =  e  J 


2TT  

—  |y+t   (     i 


on  aura,  non  seulement 

p—-en 
mais  encore 

A  =  a  — a3  =  2S/— i,      y=-j2(\'-iy  a  -' , 
et  par  conséquent 


(3g) 


©  =  AA'=J(v/=T)1+^'. 


Pour  savoir  si  cette  dernière  formule  fournit  ou  non  la  valeur  de  (E), 
relative  au  cas  où  l'un  dr>  termes  affectés  du  signe  -+-  se  réduirait  à 


p  =  e" 
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il  suffira  d'examiner  si  l'exposant  u  -+-  4  doit  être  censé  ou  non  faire 
partie  du  même  groupe  que  l'unité.  Or,  comme  l'expression 


[""-+-41 

_ 

'J  -+- 

1 

i 

7  n 
_      4 

'j 

- 

se  réduit  évidemment  à 


}]=- 


il  suffira  d'examiner  si  u  -t-  4,  divisé  par  4»  donne  pour  reste  i  ou  —  i. 

Le  premier  cas  a  lieu  lorsque  u  =  -  est  de  la  forme  l\x  -+-  i  ;  le  second 

cas,  lorsque  n  est  de  la  forme  (±x  -f-  3  ;  et  par  suite,  en  supposant,  dans 
la  somme  ®,  l'un  des  termes  positifs  réduit  à 


on  obtiendra  pour  cette  somme,  dans  le  premier  cas,  la  valeur  qui 
détermine  la  formule  (3cj),  savoir 


•j  —  i  \  =        i 


CD  =  nï  (^ZTT )1+  \  —  )  =  n*  </—, 

et  dans  le  second  cas,  une  valeur  qui  différera  seulement  par  le  signe 
de  relie  que  donne  la  formule  (39),  savoir,  la  valeur 

(D==_ni(v/—  0  2       =  «*• 

Donc,  si  le  facteur  pair  de  n  se  réduit  à  4»  la  supposition 


reproduira   encore,   ou  la  formule  (33)  lorsque  -  sera   de  la  forme 

\x  -+- 1,  ou  la  formule  (34)  lorsque  j  sera  de  la  forme  \.r  -+-  3.  Quant 
à  la  supposition 


elle  reproduira,  pour  la  somme  cD,  soit  la  valeur  que  détermine  la  for- 
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mule  (33)  ou  (34)i  soit  cette  valeur  prise  en  signe  contraire,  suivant 
que  l'exposanl  m  fera  ou  non  partie  «lu  groupe  A,  A',  A",  ...,  qui  est 
censé  renfermer  l'exposant  1. 

Supposons  enfin  que,   le  facteur  pair  de  n  étanl  le  nombre  8,  on 
désigne  par  u  le  nombre  premier  ou  non  premier  -,  par 


=  y.~ 


des  racines  primitives  des  trois  équations 

.r8  =  i ,         aju=i,         a;*— i, 

et  par 

A,     A',     (0 

des  sommes  alternées,  formées  respectivement  avec  ces  racines,  de 
manière  que,  parmi  les  termes  affectés  du  signe  -+-,  on  trouve  dans  la 
somme  A  la  racine  a,  dans  la  somme  A  la  racine  ç,  dans  la  somme  CD  la 
racine  p.  Si  l'on  pose 


«re 


-î-v'-' 


on  aura  non  seulement 


o  =  en 


ç  =  e-<~\ 


(U  -+-  8  i  i  -    1 


mais  encore 


Aw(y— y 


Alors  aussi,  quand  la  somme  alternée  A  différera  de  zéro,  elle  sera,  ou 
de  la  forme 


A       y.  -+-  y7    -  «3  —  a:i  =  2(oc  -+-  a7)  =  4  cos  7  =  8-, 

i 


!.!„*, 


—  a7  =  2  (  a  +  a3 )  =  4  sin  y-  y/ —  i  =  8'  i/ —  i, 

i 


(4o) 

ou  <!(>  la  forme 

(40  A       «  +  «'-« 

et  l'on  aura,  dans  le  premier  cas, 
dans  le  second  cas, 


(43) 


(0  =  AA'  =  «:-  (v/11^) 


,.,-    = 


35-2 
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Pour  savoir  si  les  formules  (42)  et  (43)  fournissent  ou  non  les 
valeurs  de  Q,  qui  sont  relatives  au  cas  où  l'un  des  ternies  affectés  du 
silène  -i-  se  réduirait  à 


Liv/— 


p  —  e" 

et  qui  d'ailleurs  diffèrent  de  zéro,  il  suffira  devoirsi,  dans  chacune  des 
valeurs  de  (D,  les  termes  p,  p'J_M  sont  affectés  du  même  signe,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  l'exposant  u  -f-  4  fait  partie  du  même  groupe  que 
l'unité.  Or,  d'une  part,  l'expression 


--j  +  8" 



"•j  +  8" 

i 
8 

u 

se  réduit  évidemment  à 


8  la    3_    |2 

"J  u  u 


■J'-l 
(-0   8    : 


et,   d'autre  part,  u  -+-  8,  divisé  par  8,  donnera  le  même  reste  que  u, 
savoir  :  un  reste  représenté  ou  non  par  l'un  des  nombres  i,  7,  suivant 

que  l'expression 


(-0 


(  V  —  1  II  V  -  T  I  (V;— 1) 

*     =  (-I)  » 


aura  pour  valeur  -h  1  ou  —  1  ;  ou  bien  encore  un  reste  représenté  ou 
non  par  l'un  des  nombres  1,  '5,  suivant  que  l'expression 


i-iii'j-îi 


(-1) 


aura  pour  valeur  -+-  1  ou  --  1.  Donc,  puisque  l'on  a 


et 


(-')  8   (-0 

■J;—  1  1  -J  —  1    [U— 3 

(_,)      »       (_,)  » 


=  (-,)      *       =1 
(-1)        »      '    =(-1)     2     , 


les  termes 

p     et     p'J+i 

seront  toujours  affectés  du  même  signe  dans  la  valeur  de  la  somme  cfi, 
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que  détermine  l'équation  (42)î  mais,  dans  la   valeur  de   la  même 
somme,  déterminée  par  l'équation  (43),  ils  seronl  affectés  «In  même 

signe  ou  de  signes  contraires,  suivant  que sera  pair  ou   impair. 

Donc,  si,  en  supposant 

P  =  e~  >_1, 

on  affecte  du  signe  —.dans  la  somme  alternée  o,  toute  puissance  de  p 
dont  l'exposant  h  vérifie  la  condition  (9)  ou  (10  )  des  pages  296,  ^\)~, 

on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (  V-)  :   !"  quand  u  =  ô  s,>r';>  de  la 
forme  \x  -+-  1, 

CB  =  n!  ; 

2°  quand  ^  sera  de  la  forme  l\x  -t-  3, 

i 

(Q  =  n-  y/—  1  ; 

et  si,  en  supposant  toujours 


v'-l 


on  affecte  du  signe  4-,  dans  la  somme  alternée   o,  toute  puissance  de  p 
dont  l'exposant  //  vérifie  les  conditions  (11  )  ou  (12)  de  la  page  2^7, 

on  aura  encore  :  1"  en  vertu  de  la  formule  (  ]'>),  quand  'j  =  -  sera  de  la 

forme  \x-\-  1, 

1 

Ô)  =  n*  \/—  1  ; 
2°  quand  -j  =  -  sera  de  la  forme  \x  -+-  '], 

o 

1 
(0  =  n*. 

Si,  dans  la  somme  CD,  formée  comme  on  vient  de  le  dire,  on  remplaçait 

la  racine  primitive 

—  \~ 
p  =  e" 

par  la  racine  primitive 

'         lui  T.      

P   =      ~    '  ~  '  , 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  i 5 
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m  étant  premier  à  //,  cette  somme  conserverait  le  même  signe  avec  la 
même  valeur,  ou  bien  elle  changerai I  de  signe,  suivant  que  m  serait  ou 
ne  serait  pas  un  des  exposants  h  compris  dans  le  groupe  qui  renfer- 
mait l'unité. 

Il  importe  d'observer  que  les  conclusions  diverses  auxquelles  nous 
venons  de  parvenir,  en  supposant  successivement  le  nombre  n  impair, 
puis  divisible  par  4,  puis  divisible  par  8,  se  trouvent  toutes  renfermées 
dans  un  théorème  général,  qu'on  peut  énoncer  simplement  comme  il 
suit  : 

Théorème.  —  Soit  tô  une  fonction  alternée,  formée  avec  les  racines 
primitives  de  l'équation  (i),  et  de  manière  à  vérifier  la  formule 

(0=±  n. 

Si  l'on  suppose  que,  dans  la  somme  alternée  tD,  l'un  des  termes  précédés 
du  signe  -+-  soit  la  racine  primitive 


P 

2Tt 

=  e" 

5 

on  aura  simultanément  :  ou 

Œ)-—  n 

et 

1 

(fc)  =  n1, 

ou 

(B2  =  — 

n 

et 

î 
(0  ■=.  ri1  \J —  i  ; 

en  sorte  que  la  valeur  de  iô  sera  toujours  fournie  par  l'une  des  équa- 
tions (20),  (21)  ou  (33),  (  34  )• 


Exemples.  --  En  prenant 

P  = 


2  71     , 

-TV7-' 


on  trouvera 

En  prenant 
on  trouvera 


Cfi  =  p  —  p2  =  2  si  11  -s-  y —  1  =  3-  \  —  1 , 


-,  \ 

=  e- 


1 
(S  =  p  —  p3  —  2  sin  —  y  —  1  =  42  y —  1 . 


En  prenant 
on  trouvera  : 
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«  =  8 ,         g  =  e  8         =  e  *        , 


i 

7Î 


(B  =  p  +  p7  —  p3  —  ps=  4  COS  y  =  82 


ou 


CD  =  p  +  o3  —  ps—  p7=:  4  sin y .  H7=  82  ^— 

4 


l 

I 


En  prenant 


/i  =:  24,         p  =  e-*         =  e1-        , 


on  trouvera  :  ou 


ou 


(0  =  0-4-  p5  4-  p"  —  p"  —  p13  —  p17  —  p19  —  p23 
—  (p8_  p16)  (p3  +  pSI  _  p9  _  pli  , 

=  f  2  sin-y-  \      «  H  4  cos  -  )  =  32  8-  s/~  j  =  24-  y  —  1 , 

CD  =  p  +  p5+  p"  4-  p"  —  p7  —  p11  —  p"  —  p" 

=  (p8—  p"  )  (p15  4-  p"1  —  p3—  p9  ) 


1     1  1 


=  (  2sin  -r  v  —  M  (  —  4  sin  t\  —  1  )  =  3282  =  24 


.Vo/«.  —  Si,  dans  la  somme  alternée  c©,  formée  comme  on  vient  de  le 
dire,  on  supposait  précédé  du  signe  4-  le  terme  représente,  non  par  la 
racine  primitive 


mais  par  la  suivante 


■j  -    — 
— ■/— 1 

p  =  e  - 


2  >»  TT       

o  =  eT  v~', 


m  étant  premier  à  n  ;  alors  la  somme  alternée  ce  offrirait  ou  la  valeur 
que  fournit  le  théorème  énoncé,  ou  cette  même  valeur  prise  en  signe 
contraire,  suivant  que  le  nombre  m  ferait  ou  non  partie  du  groupe  des 
nombres  ci-dessus  représentés  par 

//,     h',     h",     ... 

voir,  pour  la  détermination  de  ces  mêmes  nombres,  les  pages  296 

et  297  !. 
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Nous  terminons  cotte  Note  par  une  observation  qui  n'est  pas  sans 
importance. 

Supposons  que,  dans  le  cas  où  l'on  prend 

la  somme  alternée 

(44)  ©  =  p'1  -+-  p'1' -+-  ph"  -\-  ■ . .  —  p*  —  p*'  —  p*"— . . . 

vérifie  l'équation 

la  même  équation  sera  encore  vérifiée  quand  on  prendra 

2  m  7T     y 

V^l 

P  =  e     "  , 

si  m  est  premier  à  n.  Mais,  si  m  cesse  d'être  premier  à  rc,  alors  en 
prenant 

p  =  e 
on  trouvera  toujours 


2  m  Tt     , 


(45)  cO  =  o, 

comme  on  va  le  faire  voir. 

Pour  que  la  somme  (©  vérifie  l'équation 

(JDÏ  =  ±  «, 

il  est  nécessaire,  comme  on  l'a  dit,  que  les  facteurs  impairs  et  premiers 
de  n  étant  inégaux,  le  facteur  pair,  s'il  existe,  se  réduise  à  l'un  des 

nombres 

4,    8- 

D'autre  part,  lorsque  dans  la  formule 

2  ni  K     , 

p  =  e~  ]/~\ 

m  cessera  d'être  premier  à  n,  p  deviendra  une  des  racines  non  primi- 
tives de  l'équation 
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Donc  alors,  si  n  désigne  un  nombre  premier  impair,  ou  le  nombre  \, 
ou  le  nombre  8,  p  se  réduira,  dans  le  premier  cas,  à  l'unité;  dans  le 
second  cas,  à  l'une  des  racines 

+  i,     —  i 
de  l'équation 

x-~  i; 

dans  le  troisième  cas,  à  l'une  des  racines 

-M,     —  i ,     ■+-  \l—  i ,      —  \J—  i 
de  l'équation 

Or,  dans  ces  trois  cas,  la  formule  (2),  que  l'on  doit,  en  supposant  le 
terme  p  précédé  du  signe  -+-,  réduire,  pour  n  =  4,  à 

®  =  p  —  p\ 

et  pour  n  =  8  a  l'une  des  suivantes 

(.0  =  0  -+-  p"  —  p3  —  p5,  Ut)  =:  p  -f-  p3  —  p5  —  p7, 

donnera  évidemment 

Q  =  o. 

Si  maintenant  on  suppose 


v,  v',  v", . . .  étanl  des  facteurs  dont  chacun  se  réduise  à  un  nombre 
impair  et  premier,  soit  à  l'un  des  nombres  \,  8;  alors  la  racine  primi- 
tive 

pourra  être  présentée  sous  la  forme 

o  —  '^X. . ., 

É,  y),  Ç, ...  désignant  des  racines  primitives  propres  ;i  vérifier  respecti- 
vement les  équations 

«X'        1    y  *A/  1   a  \A*  —  —     la  ■     •     •   a 
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et  la  somme  ©,  formée  avec  les  puissances  <le  la  racine  primitive  p, 
sera  le  produit  des  sommes  alternées 

A       A'      A" 
respectivement  formées  avec  les  puissances  des  racines  primitives 

i,      0,      Ç,      

Or,  remplacer,  dans  la  somme  alternée 

c£)  =  A  A'  A"..., 


*?•=? 


la  racine  primitive 

p  =r  e1 

par  la  racine  non  primitive 

revient  à  substituer,  dans  la  somme  ffi,  le  produit 

Qfii  —  'Ztn  .. pinyin 

au  produit 

p  =  6»iÇ —  ; 

par  conséquent  à  substituer,  dans  les  sommes  A,  A',  A",  . . . , 

Or,   en  vertu  de  ces  dernières  substitutions,    une   ou    plusieurs  des 

sommes 

A,     A',     A".     ... 

s'évanouiront,  suivant  que  le  nombre  m  cessera  d'être  premier  à  un  ou 
à  plusieurs  des  facteurs 

y,     v',     v",     ...; 
donc  aussi  la  somme 

C£>  =  AA'A"... 

s'évanouira  elle-même,  et  l'on  pourra  énoncer  généralement  la  propo- 
sition suivante  : 
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Théorème  II.  —  Soient  p  une  des  racines  primitives  de  l'équation 

X"  =  I 


et 


-  Qk'  —  0*" 


(  |'')  )  (Ô  =  p'1  -+-  p'''  -+-  p''"  -+- .  .  .  —  p*  —  p 

w/ie  somme  alternée  de  ces  racines  qui  vérifie  la  condition 

LÙ-=±  II. 

Si,  dans  cette  somme  alternée,  on  substitue  à  la  racine  primitive  p  une 
racine  non  primitive,  en  prenant  par  exemple 

2  ni  T.      

P=  e-^"        , 

et  supposant  que  le  nombre  m  cesse  d'être  premier  à  n,  la  râleur  de  la 
somme  cO,  que  déterminera  la  formule  (i  i),  sera 

ÛE>  =  o. 
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FORMULES    DIVERSES    QUI    SE    DÉDUISENT    DES    PRINCIPES     ÉTABLIS 
DANS    LA    NOTE    PRÉCÉDENTE. 

Soient  toujours  : 

n  un  nombre  entier  quelconque  ; 

//.  k,  /, . . .  les  entiers  inférieurs  à  n  et  premiers  à  //  ; 
p  l'une  des  racines  primitives  de  l'équation 

(1)  ./"=:l 

el 

(2)  CE)  =  p''—  p/,#-»-pA'  -+-...—  p*— p*'—  p'"      ... 

une  somme  alternée  formée  avec  ces  racines  primitives,  les  entiers 

A,     /,,      /,      ... 
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étant  partagés  en  deux  groupes 

h,     h',     U",     ...         et         k,     /.-',     k",     ..., 

de  telle  manière  qu'un  changement  opéré  dans  la  valeur  de  la  racine 

primitive  p  puisse  produire  un  changementde  signe  dans  la  somme  a), 

sans  avoir  jamais  d'autre  effet  sur  cette  somme,  et  (pie  l'unité  fasse 

partie  du  groupe 

h,     h',     h" 

Enfin,  considérons  spécialement  le  cas  où  la  somme  cO  vérifie  la  con- 
dition 

(  3  )  <B!  =  ±  n  ; 

ce  qui  suppose  les  facteurs  impairs  de  n  inégaux,  le  facteur  pair,  s'il 
existe,  étant  l'un  des  nombres  4»  8.  Si  l'on  pose 

(4)  P  =  e~v/~', 

on  aura,  en  vertu  du  premier  théorème  de  la  Note  précédente  :  ou 

i 

(5)  (D2=«  et         CO  =  n-, 

OU 

1 

(6)  cD5  =  —  n         et         (0  =  n*  \J—  i , 

les  équations  (5)  étant  relatives  au  cas  où  n  est  de  l'une  des  formes 

4.r  +  i,     4(4^  +  3),     8(4.r  +  i), 

et  les  équations  (G),  au  cas  où  n  est  de  l'une  des  formes 

4^  +  3,    4(4.27  +  i),    8(4^  +  3). 
D'ailleurs,  en  vertu  des  formules (3),  (4  ),  la  seconde  des  équations  (5) 
donnera 

ï/ik  fJi'r.  9.kz  zk'it  s 

cos 1-  cos h .  . .  —  cos cos .  . .  =  n-, 

n  n  u  n 

.     -y.  Ii  r.         .     ïh'-x  .     ik%         .     '.>/.'- 

si  n h  si  n h. . .—  sin sin .  .  .=  o; 

/;  //  //  n 
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et  la  seconde  des  formules  (G)  donnera 

iliT.                 9.h'~                            2  /,  71                 2/.'- 
I    COS h  COS h  ...  —  COS COS —  .  .  .  =  O, 

»  11  n  n  n 

(8)  #.  / 

\       .        >.ll-  .      2  II    ~  .       2AT7I  .       2 /.    ~  7 

f  su)  +  sin H.  .  .  —  sin s 1 11 .  .  .=  /*-. 

Il  y  a  plus  :  si,  m  étant  un  nombre  impair  premier  à  w,  on  pose 

?  m  -  , — - 

(9)  P  =  e  "         » 

alors,  en  désignant  par  '.,„  un  coefficient  qui  se  réduise  à 

-t-  1        on  à        —  1, 

suivant  que  le  nombre  m  l'ait  partie  du  groupe 

h,     A',     h",      ... 
ou  du  groupe 

/■' ,       /•  ,       A    ,       .  .  . ,  , 

on  aura,  en  vertu  des  principes  établis  dans  la  Note  précédente  :  ou 

1 

(10)  <.Ù  =  l„,ll2, 

et.  par  suite, 

[  imlir.  2  m  h'  iz  2  in  h  -  2  ni  /.  '  - 

\   COS 1-  COS 1-  .  .  .  —  COS COS .  .  .  =  l,„  ir, 

n  n  n  n 

(11)  < 
2mhr.         .     2 m  h  -  .     2m kit         .     2 m k  t. 

sin -+-  sit) h  . . .  —  sin sin . .  .  =  o, 


OU 

1 
(12)  CD  =  im  n%  \J—  1 , 

et,  par  suite, 

2  m  h  ~  2  m  h'  t.  >  m  I,  -  :>.  m  h   TT 

COS h  COS h  . . .  —  COS COS .  . .  =  o, 

Il  II  II  II 

(i3)  , 

2111  h-         .     2  ni  h1  r.  2111k-  2inh'r. 

sin h  sin h.  .  .  —  sin cos .  .  .  —  imn  . 

11  n  n  n 

OEuvre*  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  46 
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On  aura  d'ailleurs  :  i°  si  n  est  impair, 


04) 


2"  si  n  est  divisible  par  4»  mais  non  par  8, 


(i5) 


(-0  2 


ni 

i 

7  n 
L  i 


3°  si  n  est  divisible  par  8,  et  de  la  forme  S(J\x -+■ 
fournie  par  l'équation  (io),  ou  de  la  forme  8(4/-' 
riant  fournie  par  l'équation  (12), 


1  ),  la  valeur  cD  étant 
f-  3  ).  la  valeur  de  .0 


(16) 


im=(—  0 


1 
S" 


4°  enfin,  si  n  est  divisible  par  8  et  de  la  l'orme  8(4^  +  3),  la  valeur 
de  (D  étant  fournie  par  l'équation  (10),  ou  de  la  forme  8(4#-f-  i)>  la 
valeur  de  CD  "étant  fournie  par  l'équation  (12), 


(  m  —  1 1  (  m  —  3  ) 


(17) 


<■„,—  (—  ■) 


1 

8" 


M.  Gauss  est  parvenu  le  premier  aux  formules  (11)  et  (i3),  qu'il  a 
données  en  180 1,  dans  ses  Recherches  arithmétiques  [§356],  pour  le 
cas  où  n  est  un  nombre  premier,  mais  sans  déterminer  le  signe  du 
coefficient  t,„,  dont  la  valeur  numérique  se  réduit  à  l'unité,  ('-'est  dans 
le  Mémoire  intitulé  Summatio  serierum  quarurndam  singularium  que  le 
mémo  géomètre,  en  reproduisant  les  formules  (11)  et  (i3),  les  a  dé- 
duites d'une  méthode  qui  lui  a  permis  de  fixer  le  signe  de  '.„,. 

Si,  dans  la  valeur  de  p,  que  fournit  l'équation  (9),  le  nombre  m 
cessait  d'être  premier  à  n,  alors,  en  vertu  du  théorème  II  de  la  Note 
précédente,  la  somme  alternée  CD,  que  détermine  la  formule  (2),  se 
réduirait  à 


(.8) 


CD  =  0  : 
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et,  par  suite,  on  aurait  simultanément 

!2  m  h  r.                2  ni  h'  -                          2  m  kit               2  ni  h  - 
cos h  cos  — ■+■ . . .  —  cos cos . . .  =  o, 
n                       n                                 n                       n 
■xin  h-         .      2  m  li' t.                    .     un  Il~.         .     2111I- 
sin  ■ h  sin 1- .  .  .  —  sin si  11  — .  .  .  ■—  o. 
n                       n                                 n                       11 

Donc,  si  l'on  veut  étendre  les  formules  (n)  et  (i3)  au  cas  où  les 
nombres  m  et  //  cessent  d'être  premiers  entre  eux,  il  suffira  d'ad- 
mettre que,  dans  ce  cas,  la  valeur  du  coefficient  représenté  par  im  est 
nulle  et  vérifie  l'équation 

(•20)  '.,«  =  0. 

Avant  d'aller  plus  loin,   nous  rappellerons  ici  qu'en  vertu  des  con- 
ditions énoncées  à  la  page  '.k)(>  et  à  la  page  297,  les  deux  nombres 

1 ,     n  —  1  = —  1         1  raod.n) 

et,  par  suite,  les  deux  nombres 

/,     n  —  1  =  — /        (mod.  n), 

/étant  inférieur  à  n,  mais  premier  à  n.  appartiendront  à  un  seul  des 
deux  groupes 

h,    h',    h,     ...        el        /.,     /.■',     k",     ..., 

ou  l'un  au  premier  de  ces  groupes,  l'autre  au  sec I,  suivant  <|iie  la 

somme  alternée  dd  sera  déterminée  par  la  formule  (10)  OU  par  la  for- 
mule (12).  Donc,  si  l'on  représente  par 

h,     li',     h',     ...         ou  par         /,,     /,',     /, ',     ... 

les  seules  valeurs  de  //  ou  de  /•  inférieures  a     //.  alors,  dans  la  somme 

2 

alternée  o  que  détermine  la  formule  (10),  le  système  entier  des  valeurs 
de  h  pourra  être  représenté  par 

/(,     li',     W ,      .  .  . ,     n  —  lt,     n  —  h',     n  —  li",      .  .  . , 
et  le  système  entier  des  valeurs  de  /  par 
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mais,  au  contraire,  dans  la  somme  alternée  ce  que  détermine  la  for- 
mule (12),  le  système  entier  des  valeurs  de  h  pourra  être  représenté 

par 

h,     li' ,     h",     .  . . ,     n  —  k,     n  —  k',     n  —  A",     .  .  . , 

et  le  système  entier  des  valeurs  de  A-  par 

k,     k',     k",     ...,     n  — li,     n  —  h',     11  —  h",      .... 

Comme  on  aura  d'ailleurs  généralement 

P"-'  =  p-', 

il  est  clair  qu'à  la  place  de  la  formule  (2)  on  obtiendra,  dans  le  premier 
cas,  l'équation 

(21)  (D  =  p/'+p_/t-H  pA'-H  p-'1' '-+-  .  .  .—  pu—  p~k—  p/''—  p-*'— .  •  . 

et,  dans  le  second  cas,  l'équation 

(  22  )  CD  =  p'1  —  p_/'  -f-  p'1'  —  p-'1' -+-  .  .  .  —  p':  ■+-  p-'<  —  pk'  -+-  p~k'  — 

Par  suite,  on  pourra  facilement  constater  l'exactitude  de  la  seconde 
des  formules  (11)  qui  se  trouvera  remplacée  par  une  équation  iden- 
tique, comme  la  première  des  formules  (i3),  tandis  que  la  première 
des  formules  (1 1)  se  trouvera  réduite  à 

.   „  imlnz  imh'Tz  inikit  imk'Tz  1 

(20)     COS 1-  COS H  ...  —  COS : COS .  .  .=  -  £,„  n-, 

Il  II  II  II  2 

et  la  seconde  des  formules  (1 3)  à 

,    .,       .     2  min:         .    2m  h' n  .    imkiz         .    2111k' t.  i         ; 

(24)     sin 1-  sin h. . .—  sin sin . . .  —  —i„.nr. 

n  n  n  n  2 

Des  observations  que  nous  venons  de  faire  on  déduit  encore  une 
conclusion  qui  peut  être  aisément  vérifiée  à  l'aide  des  formules  (i4)> 
(i5),  (16),  (17)  ;  savoir,  que  l'on  a  généralement 

(20)  l ..  i=l|,  t—m =-  'm, 

quand  la  somme  alternée  ce  satisfait  à  l'équation  (10),  et 

(20)  '-I—  '1»  1  —  01=  <■„,  , 
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quand  la  somme  alternée  00  satisfait  a  l'équation  (12).  On  peut  aussi, 
à  l'aide  des  formules  (  1  '»)'  i1^)'  C1^)»  O")»  s'assurer  facilement  que, 
si  l'entier  m  est  décomposable  en  deux  facteurs  premiers  ou  non  pre- 
miers u.,  a',  l'équation 

(27)  m  =  w' 
entraînera  la  suivante 

(28)  lm=tyLlv.: 

Pareillement  une  équation  de  la  forme 
(•29)  m  =  ftp'  y." .  .  . 

entraînerait  la  suivante 

(3o)  Ijk-=  (p(|t'lP* 

Soit  maintenant  N  le  nombre  des  entiers 

h,     k,    l,     ... 

inférieurs  à  n.  mais  premiers  à  n.  Ceux  d'entre  eux  qui  ne  surpasse- 
ront pas  -n  seront  en  nombre  égal  à  —,  et,  parmi  ces  derniers,  les  uns, 

dont  nous  désignerons  le  nombre  par  i,  seront  ceux  que  représentent, 
dans  les  formules  (23),  (24),  les  lettres  //,  h' . . .,  tandis  que  les  autres, 
dont  nous  désignerons  le  nombre  par  y",  seront  ceux  que  représentent, 
dans  les  mêmes  formules,  les  lettres  k,  k Cela  posé,  on  aura  néces- 
sairement 

/as  .       .       N 

(30  i+J 


1 


D'autre  part,  dans  la  somme  alternée  ûD,  le  nombre  des  termes  affectés 
du  signe  -1-  est  égal  au  nombre  des  termes  affectés  du  signe  — ,  par 

conséquent  à  la  moitié  du  nombre  total  des  termes  ou  à  -  N.  Or,  comme 

'  2 

la  somme  alternée  o,  lorsqu'elle  vérifiera  la  formule  (10),  offrira  une 
valeur  déterminée  par  l'équation  (21),  on  aura  nécessairement  dans 
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•  cite  hvpothèse 

.      N  .      N 

21=  —,  2/  =  — 

2  2 

et,  |>ar  suite, 

(3a)  i=j  —  -. 

Des  formules  (n)  et (i3),  ou  (23)  et  (24),  combinées  avec  les  équa- 
tions connues  qui  servent  :i  développer  les  fonctions  en  séries  ordon- 
nées suivant  les  sinus  ou  les  cosinus  des  multiples  d'un  arc,  on  déduit 
aisément  divers  résultats  digneâ  de  remarque,  et  en  particulier  ceux 
que  M.  Dirichlet  a  obtenus,  à  l'aide  de  semblables  combinaisons,  dans 
plusieurs  Mémoires  qui  ont  attiré  l'attention  des  géomètres.  Concevons, 
par  exemple,  que  l'on  combine  les  formules  (11)  et  (i3),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  formules  (10)  et  (12),  avec  l'équation 


(33) 


l/if (*?)=/"  [{n) du  4-2  f  cos^-^ — ^-f{a)du 
•■il  •'  0 

{""'         at.(x  —  a) 

/      COS l{tt)du 


2 

<■  0 


que  l'on  déduit  de  la  formule  (77)  de  la  page  >">-  (')du  deuxième 
Volume  des  Exercices  de  Mathématiques,  en  y  remplaçant 

a  par  n,         ,r0  par  o,         X   par  a, 

et  qui  subsiste,  pour  des  valeurs  de  a  inférieures  à  n,  entre  les  limites 
x  =  o,  x  —  a  de  la  variable  x,  dans  le  cas  où  la  fonction  t\x)  reste 
continue  entre  ces  limites.  Comme,  en  prenant 

(34)  co=— , 

n 

on  aura  généralement 

2  m  n  { x  —  11  ) 
COS  =  cosmw(x  —  u)  —  cos m  w x  cos/»oj  11  -t-  sin  mutx  sin  m  m  u, 

(')  OEuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VII,  p.  4'o. 
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si  l'on  suppose  la  quantité  a  positive  et  supérieure  à  n  —  1,  mais  inl'e- 
rieureà  n,  on  tirera  de  la  formule  (33)  jointe  à  la  formule  (10)  ou  (12): 
1"  en  admettanf  que  la  somme  alternée  cfî  soit  déterminée  par  la  for- 
mule <  10),  et  que  l'on  ait  en  conséquence  i_m  =  >.,„• 

1 
I  I«ï[f(A)  +  f(A')+...  — f(A:)-f(A:')-...] 

(35)  /       =  t,  /     cosuu  î(u)du  -+-  (2  1     cosauu  [{u)<lu 

^0  «^  0 

!  r" 

-§-  t3  I     cos3w«f(«)  rf« -t-...  ; 

20  en  admettant  que  la  somme  alternée  (0  soit  déterminée  par  la  for- 
mule (12),  et  que  l'on  ait  par  suite  •._,„  =  —  im, 

I   l  „*  [f(/0  +  (•(/,')  +  ..._  f(/,)  _!•(/,')  -..  .] 

(36  •       =  '-1  /     sinw«f(«)rfa  -+-  c2  1     sio2w«f(«)rf« 

I  t  «  •■  ■> 

f  /""  n 

-f-  t3  /     si  n  3  &j  «  f  (  u  )  du  -t-  .  .  . . 
Jo 

Les  formules  |  35  |  et  (  36  )  supposent,  comme  les  formules  (1  1  )  et  (1  3), 

que  //,  h',  h" ',  . . .  représentent  les  diverses  valeurs  de  //,  et  /',  /',  /",  .  . . 

les  diverses  valeurs  de  k,  renfermées  entre  les  limites  o,  n.  D'ailleurs, 

en  vertu  de  l'équation  (20),  on  doit,  dans  les  seconds  membres  des 

formules  |  35  |  et  1  36),  remplacer  par  zéro  le  terme  général  im  de  la 

suite 

ii»     h,     '31     •••» 

toutes  les  l'ois  que  le  nombre  entier  m  cesse  d'être  premier  :i  n. 

On  peut  remarquer  encore  que  l'on  a,  pour  des  valeurs  quelconques 
de  a». 


(3 


JÇ                    ,         sin/nua  C                    ,         '  —  cosmoaa 

COSm(D«au=  >  /  soi  /// '•> u  du  — ■ 

m ',<  I                                          ni',> 

0  «^0 


Or,  de  ces  dernières  équations,  diflférentiées  /  fois  par  rapport  à  cb,  on 
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conclut  :  i°  pour  des  valeurs  paires  de  /, 


{     T"    ,  j         (—  02Tk/  sinmwa 

\     !      m' cos m  uni  du  = i—Dat : 

\    /)  ni'  nids 

(38 

(—  i)2     /  i  —  cosmwa 
</'  su)  m gj  «  a«  =  ; —  1);,, 

ni'  m  ou 


2°  pour  des  valeurs  impaires  de  /, 


(3g) 


r 


i  - 1 


,                   ,         ( — il  -    ...  i  —  cosmwa 
//'  cos  m  w  u  du  = ; —  1)  „ : 


nv 


( —  i)  -    _,  sinmua 


la  notation  D^,  indiquant  /  différentiations  relatives  a  w.  Cela  posé,  on 
pourra  aisément  faire  disparaître  les  signes  d'intégration  contenus  dans 
les  seconds  membres  des  formules  (35),  (36),  toutes  les  fois  que  f(a?) 
représentera  une  fonction  entière  de  ce,  composée  d'un  nombre  fini  ou 
même  infini  de  termes.  Si  cette  fonction  entière  est  de  plus  une  fonc- 
tion paire  de  x,  ou  tirera  de  la  formule  (35),  jointe  à  la  première  des 
formules  (38), 

[  I«ï[f(A)  +  f(A')  +  ..._f(A:)-f(A')-...] 


<4o)     /    =m~  i)M)^^+ t2f  n^D 


20) 

'  i/ZZT        \  si n  3wa 


3u 
ou  de  la  formule  (30),  jointe  à  la  seconde  des  formules  (38), 

l  Inï[f(A)  +  f(A')H-...-f(*)-f(  />•')-...] 

../  / ..     \  i  —  coswn  „/  \J —  i  _      \  i  —  cos 2 o)« 

I  Cd  V         2  /  2  W 

./v/ — i  ,^     \  i  —  cos  3  a)  a 

h  I  l  — —  D  w     ^ 

\      o  /  au) 
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Si  au  contraire  f(.r)  est  une  l'onction  impaire  de  x,  on  tirera  de  la  for- 
mule (35),  jointe  à  la  première  des  formules  (3q), 


«V- ;  [f(/0  +  f(/<') +•  •  •- f(*)  -  f(A') -•  •  ■] 


(4»;    ' 


t,f(V—  i  Du) 


i  —  coscott           ,{  \  —  i  r^     \i  —  cos2ri>a 
hul I)  w 


2 

V/-I 


2to 


„  /  v  —  i  r^      \  '  —  cos  o  o)  a 
+  lîf^V_DcoJ-   — - +  ..., 

ou  de  la  formule  (3G),  jointe  à  la  seconde  des  formules  (3g), 


Ln*s/-i[({h)  +  f(h') 


(43)  =llf^—D(,)^l^l+iîï 


f(/,)-f(Â')-...] 

\J —  i  ^    \  sin2wa 
1)  o  ) 

2CÙ 


c  (  \J —  i  „     \  sin3w« 


Au  reste,  les  formules  (4°)»  (-f1)»  02)>  (43)  sont  comprises  comme 
cas  particuliers  dans  celles  que  nous  allons  établir. 

Si,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (35),  on  transforme  les 
cosinus  en  exponentielles  imaginaires,  on  tirera  de  cette  équation,  en 
prenant  pour  f(a?)  une  fonction  entière  de  x 


nï[f(A)+  f(A')+.  ..-f(*)  -  t{k>)  -. .  .] 
=     i,f(     y7— ~Du)  f  «-"■^F>rf«H-*1f(      ^-— ^ 

+c,r(— v  ■=rT»w)  r 

et,  par  suite, 


-)f 


e-2(,)H,  -I  ^ 


-Du)   I       e^f^du- 


(44) 


»1[f(A)  +  f(A')  +  --.- 

=     i,f(    v'^Td.,) 


f(A-)-f(  *')-...] 


-  e,  f(-  \  -  . 
Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  III. 


'■>  \   -  I 


t,  f 


v=-LDwï 


2  M  \   —  I 


Du)- =i    -Htîfl-^-^Du) =J 

co  y7  —  i  \  /       2  w  y  —  i 
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On  tirera  au  contraire  de  l'équation  (36) 


/r  [[(h)  -t-  f(A')  -+-.  .  .-  f(A-)  -  f(A')  -.  .  .] 

Do)/"   r^'^rftf  +  ufj       ^— -Du)    /^  e-tM^du  ■+  ... 
__,,  f(_  v'~|)w)  T     ew"*~rf«  — t.,  ff  —  v_Zll)oj  W       eita<^du  — .  .. 


=         l|f(         V—  ! 


el,  par  suite, 


(45) 


»»[f(A)H-f(A') 


f(A)-(A')-...] 


tlf(    v^Td»)1-^^  ■  ■''    ^ 


I)ù) 


-îtoa/—  1 


t.,  r(- 


,  _  e«oa/=î 

Dgj) h  uf( 


1)  u 


2  0) 

2<oat'— 1 


j    giuiuy 


2« 


On  ne  doit  pas  oublier  que  les  formules  (4o)>  (42),  (44)  correspon- 
dent à  l'équation  (io),  et  les  formules  (41)'  (43),  (45)  à  l'équa- 
tion (12).  Dans  ces  diverses  formules,  la  quantité  a  doit  être  non  seu- 
lement positive,  mais  supérieure  il  n  —  1  et  inférieure  à  n.  On  peut 
même  supposer  qu'elle  atteint  la  limite  n,  et,  dans  cette  hypothèse, 
après  avoir  effectué  les  différentiations  relatives  à  w,  on  verra  le  pro- 
duit cor/  se  réduire  à  2it,  et  les  exponentielles  de  la  forme 


ou 


ointùayj — 1 

à  l'unité. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  concevons 
que,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque,  l'on  pose 


l(x)=xm, 


et  faisons,  pour  abréger. 

(46)  A„,  =  h'"+h" 


k">  —  />""  — .  .  . 


On  tirera  des  formules  (4°)  ou  (40»  pour  des  valeurs  paires  de  m  : 
1"  en  supposant  ©*  =  //, 


W)    (—  '  )  "  -  «  A»,  =  I),',','  (  h  — — 


u   sin2ua        t3   sin3o)a 

2™       2w        h  >V"       3w 
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2°  en  supposant  ©a  =  —  n, 


(48)     (-i)*iAtAJ.  =  DS(i1 


/     i  —  coscoa         ii    i  —  cos2wa        u    i  —  cos3cotf 


On  tirera  au  contraire  des  formules  (42)  et  (43),  pour  des  valeurs  im- 
paires de  m  :  i°  en  supposant  (Q  =  /?, 


.  .   .       .       ,— r- '     .  .  ,w„  /     '  —  cos'ua        u    1  —  cos2coa         u    1  —  cos3wa 

(49)     (-1)       ;»,A»=DS[i1--ir-    .  +  _--_    •+^--T— - 


2"  en  supposant  1O2  ==  —  /?. 

m  +  2  / 

(5o)     (-i)"T"|«A„I  =  D|i,(tI 


sinua         t5    sir)20)a         t3    s i  11 3 ', > c/ 

G)  2'"  2C0  3"'  i'i) 


D'ailleurs,  12  désignant  une  l'onction  quelconque  de  co,  on  aura  géné- 
ralement 

DS(w-'û)  =  ÛDJ?w  "'  +  -  D,0oi);r'  a)-'+  /".("'~')D-0|)r.r'+..., 

1  1.2 

et,  par  suite, 

D,"(,u-'Q1—  (       iV"  l-2-3"-/n/o        °' n    o    ■     _^îl)2  0_      -4-       ,"'"       l)»'r> 

!!„<«       M)_{,         I)  w,„+I        ^~  |1».«+U1«« -I.2.../W       '"" 

Donc,  en  désignant  par  /  un   nombre  entier  quelconque,  et  posant, 
après  les  différentiations, 


■). 


a  =  n,  u  = 


<7CO  =  2  -, 


on  trouvera,  pour  des  valeurs  paires  de/wf 


..  .„     sin/ua 

1)        =— n' 


h 


1  —  c<>^  {ua 


2.0.  .  .m  l\.o . .  .m  n 

I   -  — r  l 

laïc)"' 

•  ).  i    .  ./n  „  5.6.  .  .ni 


laïc)' 


(aie)' 


(21c)' 


et,  pour  des  valeurs  impaires  de  m 

si  11  /oc/ 


I) 

1 1  < 


DS,-cos/'J,a=-/.' 


2.3.../;;  '1 .")...  /» 

/ /J 


•  "  1  '" 


(2 


..  —  »//i  —  1 


>.(...//;,        5.6. .  .m  ,, 


" 


laïc)' 


//; 


1    '  77  r 


llll  - 1 


—      /" 
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Donc,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 


2  0 


».=  *,+ 55  +  35 


et  généralement 


(50 


'•■>  '3  ';  '5 

"»  —  '1  +  —^  -+■  Ô7^  +  7^7,  "+"  "F^ 


on  tirera  des  formules  (47)  et  (49)»  en  supposant  CD2  =n  :  i°  pour  des 
valeurs  paires  de  m, 


(52)      A,„=2 


1  r 
"«-*-;  Mi 

[.(270* 


(  m  —  2  )  (  m  —  0  m 

«2 : ~ «/ 


(27T)4 


2"  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

(53)     A„,=  2/* 


/??  (m  —  2 )  ( m  —  1  ) m 


_(2  7T)'2 


(27T)1 


2 . 3 . 4  ■  •  •  m 

(2  70'" 


3 . 4 . . .  m 

(2  70'"-1   "'" 


■]' 


■]' 


mais,  en  supposant  o32  = — /*,  on  tirera  des  formules  (48)  et  (5o) 
i°  pour  des  valeurs  paires  de  m. 


(54)       A,„  =  —  2«      2 


_L  fl    __  ( ;"  ~  J  )  '"  g 


•2"  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 


(55)       A,„  =  —  2/1 


1  (  ni  —  \)m 


1T. 


~\  +  ...± 


3 .  4 . . .  m 

,(2  7T  y""1 


2.3.4.  •  •  /» 


(2t)s  °    '  (2  70'" 

Ainsi,  en  supposant  i©2  =  n,  on  trouvera  successivement 

-V,    -  3  3«    - 

(56)  A0=o,         A,  =10,         A2=— n2,         A3= t«2, 

77"  2    7T 

tandis  qu'en  supposant  (t)2  =  —  n,  on  trouvera 

(57)  A0=o,     A^-^J,     A2=-^iJ,     A,=  f|^-5l'i 

7T  77  V  2    77 
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Comme  on  a  d'ailleurs 

A0  —  h°  -+-  h'°  -+-...  -  A0  —  A0  - ... , 
A,  =  A  -h  A'  +...—  A:  -A'  -..., 

As  =  A*  -+-  A"  -+- . . .  —  A-  -  k'1  -  ... , 
A3  =  A3  -4-  /i'1  -+-  •  .  .  -  A3  -  A'3  —  .."., 


il  est  clair  que  les  équations  (  56)  ou  (oy)  feront  connaître  les  diffé- 
rences qu'on  obtient,  quand  du  nombre  des  valeurs  diverses  de  h,  ou 
de  la  somme  de  ces  valeurs,  ou  de  la  somme  de  leurs  carrés,  de  leurs 
cubes,  etc.,  on  retranche  le  nombre  des  valeurs  de  k,  ou  la  somme  de 
ces  valeurs,  ou  la  somme  de  leurs  carrés,  de  leurs  cubes,  etc.  On 
conclura  en  particulier  de  la  première  des  équations  (56)  ou  (^7), 

c'est-à-dire  de  la  formule 

A0  =  o, 

que  le  nombre  des  valeurs  de  h  est  toujours,  comme  nous  le  savions 
d'avance,  égal  au  nombre  des  valeurs  de  k.  On  conclura  en  outre  de  la 
seconde  des  équations  (56)  que,  dans  le  cas  où  CD  vérifiera  la  condition 

la  somme  des  diverses  valeurs  de  h  équivaut  à  la  somme  des  diverses 
valeurs  de  k.  (Test  au  reste  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir,  puisque 
alors  les  valeurs  de  h  étant  deux  à  deux  de  la  forme 

/,    n  —  /, 

la  somme  de  ces  valeurs  doit  se  réduire,  en  même  temps  que  la  somme 
des  valeurs  de  A,  au  produit 

t  N  n  \ 

2  2  4 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend  n  =  ô,  on  aura  N  =  i, 

lQ  =  p  4-  ov  —  0-  —  p3, 
A  +  A'=i-+-4,        k  ■+-  /P=a  +  3, 

h  +  h'=Jk  +  k'=$£  =5. 

1 
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Pareillement,  si  l'on  prend  n  =  21  =  3.7,  on  aura  N  =  2.6  =  12, 

©  —  p  +  p4+  p5  +  p,0+  p174-  p20—  p2—  p8—  p10—  p11  —  p13—  p19, 
/(  -H  h'  -h .  .  .=  1  -+-  4  -t-    5  -+-  16  -f- 17  -+-  20, 
/.-+-/.'.  -+-...=  2  +  S  4-  1  o  -+-  1 1  -+-  1 3  -+■  1 9, 

h  4-  /*'  +  ...=  k  -+-/,•'+...  =  3.2i  =  -^4^  • 


Il  importe  d'observer  que,  parmi  les  valeurs  de  -">„,,  les  seules  quan- 
tités 

3»,    3t,    36,     ...    . 

entrent  dans   les  seconds  membres  des  formules  (50),  et  les  seules 
quantités 

3l>        3j,         "%, 

dans  les  seconds  membres  des  formules  (07).   Il  en   résulte  que  les 
diverses  valeurs  de  Am,  c'est-à-dire  les  divers  termes  de  la  suite 

Ai,     A;,     A3,     A;,      .  .  . , 

sont  liés  entre  eux  par  des  équations  de  condition  que  l'on  obtiendra 

sans  peine  en  éliminant 

3„.   34,     ... 

entre  les  formules  (56),. ou 


entre  les  formules  (57).  Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  suppose  cD2  =  n, 
on  trouvera,  en  vertu  des  formules  (56), 

(58)  As=-/iA2; 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/i*4-  h'3  +  .  ..—  k3—  k'3  — .  ..=  -n(h*-h  À"-*-. . .—  k'-  —  *'*  — . .  .). 

2 

On  trouvera,  par  exemple,  pour  n  =  5, 

'0  =  p  -hp*—  p2—  p3, 

A,—  1  +  /,2-22— 32r^4,         A3=i  +  43— 23— 33=3o  — 3.5-; 

2 
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Û5  —  p  -+-  p7  —  p3  —  p5, 


(Q  =  p  -t-  pu  —  p5  —  p" 


16 


■  )  - 


i  -+- 1 1 2  —  52  —  72 =  4S,        A»=  14- 1 13  —  5'  —  73  =  864  =  3.i2  —  ; 

2 


[tour  /*  =  8, 

£,=  1-4-7*—  31—  5*=i6,        A3=i-t  j3— 33— 53=i92  =  3.8-^ 
pour  «  —  12 

A_ 

pour  /<  =  i3, 

(©  =  p-t-p3  +  p*  -t-p'-f-  p10  -hp12  —  p2  —  p°  —  p6  —  p7  —  p8  —  p", 

A,=  i4-32-+-42+92+io2+i25—  22—  52—  6 :  —  72-82—  i  1 2  =  5  2 , 

Aj=  1  -f-  33-i-  43-h  93-i-  io34-  123—  23—  5'2—  63—  73—  83—  1 i3  =  101 4  —  3.  i3  —  j 

pour  «  —  17, 

(Oz=p+ps-+-pv-t-p'-+-p,  +  pu-f-pls  +  p16—  p3  —  p5—  p6  —  p7— >10  —  p11—  p12  —  pU, 

A,=h-214  42-+-82-+-92+i32-152-m62— 32— 52— 62— 72— 102— ii!-i22— i4'=i36, 

A3=  n-234-43+S'-+-934- 1 33-+-  iô3-w63— 33— 53— 63— 73— 103—  1 13 —  1 23—  1 43=  3468  =  3 .  1 7 


02 


i36 


pour  n  =  21, 

(D  =  p  -+-  pv  -t-  pB  -+-  p18  H-  p17  -t-  p20  —  p!  —  p8  —  p10  —  p' 

A,  =  1  +  42  +  ôs  H-  1 62  ■+- 1 72  -4-  202  —  a2  —  82  —  1  o2  —  1 12  —  i32  —  1  g2  =  168, 


-p13  —  p", 


168 


A3=  1  4-  43  +  ^>3+  163  -f-  1  j1  -t-  203 —  23 —  83—  103—  1 13—  t33—  i93  =  5292  =  3.2i ; 

etc. 

Si  l'on  suppose,  au  contraire,  <02  =  —  n,  on  aura,  en  vertu  des  for- 
mules (57), 


(5g; 


A,=  «A„ 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/. -  _  ir-  +-. . .—  h'—  h'1  —  . .  .=  n( k  4-  k'-h . . .—  h  —  h'  — . .  .)■ 

On  trouvera,  par  exemple,  pour/2  =  3, 

(0  =  p  —  p2, 
—  A,  =  2  —  1  =  1,         — A2=22 — 1-   3.i; 

pour  n  =  4> 

CD  =  p-p3, 

—  A,  =  3  — 1  =  2,         —  A,  =  32- 1  =  8  =  4-2; 
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pour  n  =  7, 

©  =  p  4-  p2  4-  p4  —  p3  —  p3  —  pc, 

—  A!  =  3  +5  4-  6  —  1—2  —  4=7. 

—  A,=  324-  524-62  —  1  —  ir—  42  =  4g  =  7.7; 

pour  /i  =  8, 

Ô)=p4-p3— p5— p7, 
-  A,  =  5  +  7  —  i  —  3  =  8,         —  A2=52+7S—  1  —  32=64  =  8.8; 

pour  n  =.  11, 


p*  4-  p°  4-  pa  —  p-—  p"  —  p'  —  p8  —  p  , 
—  A  =  2  +6  4-7  4-8  +10  —i  —  3  — 4  — 5  — 9  =11, 
-  A  =  22-+-62+  72-+-82 4-1  o2—  j  —3-—  42— 52— 92  =121  =  11.11; 

pour  n  =  i5  =  3.5, 

(0=p+pî+p'   +   p»    —  p'—  p11  —  p13  —  p14, 

—  Ai  =  7  -h  1 1  -+- 1 3  —1—  1 4  ■ —  *  —  2    —  4   —  8   =3o, 

—  A2=72-hn24-i32+i42—  1  —  22  —  42  —  82  =  45o  =  i5.3o; 

pour  n  =  ic), 

(B  =  p4-p*4-p54-  p6-+-  p7  4-  p94-pn4-p164-p17  — p2— p3— p8— p'°— p12  — p13— pu  — p13— p18, 
-A,=2  4-3  4-8  4-10  4-12  4-i3  4-14  -+-i5  4-18  —  1  —4  —5  —6   — 7   —9   — 11  — 16  —17  =19, 
-A1=224-324-824-io24-J224-i324-i424-i524-iS2—  1  —^-—V—61  — 72  — g2  — 112— i62—i72=  361  =  19] 

pour  n  =  20, 

(£>  =    p    4-  p3  4-  p7  4-   p9  —  p"  —  p13—  P17-  P,9> 
—  A,  =  11  4- 1 3  4-  1 7  4-  19  —    1   —  3    — 7    — 9    =4o, 

—  A2=n24-i324-i724- 19'—    1   --  32  —  72  —  92  =800  =  20.40; 

etc. 

Il  est  bon  d'observer  encore  que  la  valeur  tle»\„  est  positive,  et  même 
ordinairement  renfermée  entre  des  limites  qu'il  est  facile  d'obtenir.  En 
effet,  cette  valeur  qui,  en  vertu  de  la  formule 

(60)  h  =  l> 
peut  être  réduite  à 

(61)  3,„=i  +  -  +  ^-+..., 
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sera  évidemment  comprise  entre  les  limites 


ii  ii 

M 4-  - h...  et  I -r— 

2'"  3'"  2'"  3'" 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  limites 


ii  /ii 


Or,  comme,  en  prenant  m  =  2,  on  a,  en  vertu  des  formules  connues, 

il  en  résulte  que -i,  et,  à  plus  forte  raison,  33,  34f...  sont  positifs  et 
renfermés  entre  les  limites 

1,6449- ••         et        2  —  i  ,6449- •  •  =  o,355i . .  . . 
Comme,  (Tailleurs,  les  nombres  <le  Bernoulli 


2        3o        42 


vérifient  les  équations 


I 

1  -+-  — 

2" 

-+- 

I 

35+.. 

1   2 
"~67 

—  > 
.2 

I 

I  H r 

2* 

+ 

1 

3-+.. 

1 
"—  3o 

237Tl 

,.2.3.4' 

1 

1 

1 

257TG 

26 

-+- 

3i+.. 

"  42 

1 .2.3.4-5.6 

il  en  résulte  que  les  quantités 

-■\       ^  a 

<oni  respectivement  supérieures  aux  produits 

1    2  -'-  I  237TV  I  257T* 

,t   )        x—   s — ->  7—    ; — ; — : >        •  •  • 

f)     I  .  2  3o    I  .2  .    >  .   |  |2     I  .  2  .O.4.3.0 

OEuvret  dt  C.  —  S.  I,  t.  III.  4S 
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et  inférieures  aux  différences 

i   si;'  i        '^r.'*  i  257T6 

6  i .  2  '  3o  i .  2 . 3 .  l\  \i  i .  2 ' .  3 . 4 . 5  •  6 

Quant  à  la  quantité 

.  Lî  <■■>  <■: 

(62)  :>1  =  IH_J.+.^  +  _+..., 

on  peut  seulement  affirmer  qu'elle  sera  nulle  ou  positive.  C'est  ce  qu'on 
démontrera  sans  peine,  connue  l'a  fait  M.  Dirichlet  pour  le  cas  où  n  est 
impair,  à  l'aide  d'une  méthode  de  transformation  qu'Euler  a  exposée 
dans  le  Chapitre  XV  de  V Introduction  à  l'analyse  des  infinis,  et  que  nous 
allons  rappeler. 

Puisque  la  formule  ('^9)  entraine  généralement  la  formule  (3o),  il 
esl  clair  que,  si  l'on  nomme 

a,     S,     y,      ... 
ceux  des  nombres  premiers  qui  ne  divisent  pas  le  module  n,  on  aura 

+  ^  +  F<  +■■■=("  +  •&  +  #*+-  )(/  +  ^  +  g^+- 

(63)  /  »  _!  /  _, 

|  =  ('""£)  '('"^)  !v"r)  '*" 

Or,  cette  dernière  formule,  subsistant  toujours,  tant  que  la  série  com- 
prise dans  le  premier  membre  esl  convergente,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  tant  que  m  surpasse  l'unité,  quelque  petite  que  soit  la  différence 
m  —  1,  pourra  être  étendue  au  cas  même  où  l'on  a  m  =  1.  On  aura 
donc,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  m,  et  même  pour  m=  1, 


(64)  ,„=(,-i,)-'(,-il)-'(,^ 

a,  ê,  y.  •••  désignant  les  facteurs  premiers  qui  ne  divisent  pas  m.  Or, 
comme  les  facteurs,  que  renferme  en  nombre  infini  le  second  membre 
de  la  formule  (64),  sont  tous  positifs,  il  en  resuite  que  la  valeur  de  -\„ 
donnée  par  celle  formule  ne  sera  jamais  négative.  Elle  ne  pourra  donc 
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être  que  positive  ou  nulle.  On  a  vu  (railleurs  que  les  valeurs  de  3,„ 
étaient  toujours  positives  pour  des  valeurs  de  />/  supérieures  à  l'unité. 
Lorsqu'on  a  obtenu  des  limites  entre  lesquelles  se  trouvent  com- 
prises les  quantités 

3j,     33,     -\,      .  . . , 

on  peut  en  déduire  d'autres  limites  entre  lesquelles  se  trouvent  ren- 
fermées ou  les  différences 

A2,     A,,    A4,     ..., 

OU  des  fonctions  linéaires  de  ces  différences.  Ainsi,  en  particulier, 
dans  le  cas  où  l'on  a  iô  —  «,  on  peut  affirmer  non  seulement  que  la 
valeur  de  -~s2  est  renfermée  entre  les  limites 


_2 


—  et  2  —  — , 

b  b 

mais  encore,  en  vertu  de  la  formule 

(pie  la  valeur  de  la  différence 

1,  =  h* +  A'aH-...—  /.-* -  k'°-- . . 
e>l  renfermée  entre  les  limites 


-  n*  J  n         el         o,o3.5. . .«!  v'/J. 
6  v 

Donc  alors  la  valeur  de  A  est  toujours  inférieure  u-.n2^. 
Ainsi,  par  exemple,  on  a,  pour  n  =  5, 

A,=  4<g5*v/5. 

Les  formules  qui  précèdent  sont,  pour  la  plupart,  déduites  de  l'équa- 
tion (  33)  qu'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit  : 

,.,    .       C" a    n  i  r>-T-x  C"       27r"c/    x  j  ï~r   C"       3tth,,    .   , 

n\(x)—  I       \(  II)  (lu  -\-  2  COS /       COS l(tl)  rf«  +  2  cos- — —    /       COS \(lt)dll 

J  a    J  n  n      !  n 

■  i  «-  »  »  ii 

sin {(u)du  ■+■  2sin  ^-—^  /     sin  - —  Uu)dtt 

n  n      )  n 
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et  en  vertu  de  laquelle  la  fonction  f(a?  )  ou  n  i\x)  se  trouve  développée 
suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  de  l'arc 

2  7:  X 


Or,  on  peut  démontrer  que,  dans  le  cas  où  la  quantité  a  ne  surpasse 
pas  la  limite  >  les  deux  parties  du  développement,  savoir  :  la  somme 
des  termes  qui  renferment  les  cosinus  des  arcs 


o, 


et  la  somme  des  termes  que  renferment  les  sinus,  sont  égales  entre 
elles,  par  conséquent  égales  à  la  moitié  du  produit  ni'(x).  On  a  donc, 

pour  des  valeurs  de  a  inférieures  ou  tout  an  plus  égales  à  -  n,  et  pour 
des  valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites  o,  «, 

(65)    —  n  f(a-)  z=  !     [(»)</«  +  2cos — —   /     cos  '  '     t'(»)  du  -+-  2  cos — —  /      cos  — — Un)  du 
2  il      I  n  n  n 

«•-  o  l  o  «  o 

,M,        I         r.      .  27T.r     f"     .       -2T.U  .       [±TtX     f"     .       [\T.  W  ...      .      , 

(ob)     -ni(x)  =  2  sin  /     siii i(u)  du  -+-  i  sin /     sin \(u)du 

7.  n    Jo  n  n     Jn  n 

et,  en  effet,  pour  obtenir  les  formules(65),  (66),  il  suffira  de  remplacer 
dans  les  formules  (109),  (  110),  de  la  page  364  du  deuxième  volume 
des  Exercices  de  Mathématiques  (  '  ), 

"  v 

a     par     —,  x     par     o,  X     par     a. 

Or,  de  la  formule  ((35)  jointe  à  l'équation  (23),  ou  de  la  formule  (GG) 
jointe  ;i  l'équation  (24),  on  tirera  :  1"  en  supposant  cO2  =  //, 

11 
in«[f(A)  +  f(A')4-...—  f(*)  —  f(/r')-...] 

=  £l    /       COS  O  U  l'(  //  )  tf«  4-  to    /       COS  2  M  »  f(  U  )  du 

■   ci  J<> 

—H  t3  /      COS  3  u  «  f  (  «  )  du  -+- .  .  .  ; 
1  '  1  Œuvres  de  Cauc/iy,  S.  II,  T.  VII,  ]>.  , i  1  s . 
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■2"  en  supposant  iD2  =  —  n, 

1  i  „;[!•( /,)  +  (■(/«') -i-...-r(A-)-r(  *')-•••] 

(gg)  :  —  t,   /      S  î  1 1  MM  {(l()(f({  -+-  L>  f      Hn2(ùu((u)  du 

/     si  112  mm  f(u)du  +. . ., 

"0 

pourvu  que  la  valeur  de  w  soit  toujours 


'0 


27: 

«  —  — : 


et  ([n'en  tenant  seulement  compte  des  valeurs  de  //  ou  de  k  inférieures 
à  -  n,  on  place  a  entre  la  limite  -  et  le  nombre  entier  immédiatement 

2  *  2 

inférieur  à  cette  limite.  Les  équations  (67),  (68)  ne  sont  évidemment 
autre  chose  que  les  formules  1  35),  (3G)  étendues  au  cas  où  l'on  sup- 
pose les  quantités 

h,     /*',     h",     ...,         k,     /.-',     k",     ... 

inférieures,  non  plus  au  nombre  n,  mais  à  la  limite  -»  la  dernière  a 

pouvant  atteindre  cette  limite.  Or,  de  ces  formules,  par  des  raisonne- 
ments semblables  à  ceux  dont  nous  avons  fait  usage,  on  déduira  encore, 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  les  équations  i  Jo  1,  l  '|i),  (42)»  (43),  (44)» 
(  \5  )  :  ci  par  suite,  si  l'on  pose  dans  le  même  cas 

(69)  6,„  =  h'"  ■+■  h'"'  -4- ...  —  k'"  —  /. '"' 

c'est-à-dire  si  l'on  représente  par  o,„  la  partie  de  A,„  qui  renferme  dc> 
valeurs  de  h  et  de  k  inférieures  à-  n,  on  trouvera,  pour  des  valeurs 
paires  de  m  :  1"  en  supposant  oa  =  n. 


■'    siii',><7        '._>    siu  l'on        i.:i    sin3b>a 


.T  I 


(70)    (-i)*-nî3/„  =  Dû)  a-         ,    3„,      3û 


2  \  0)  .>.' 
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2°  en  supposant  o>2  =  —  /?, 


(70       —  0    -n-o „,  =  ])',:',(  i, —  +  -= h  ÏÏ7ÏÏ   5 

2  \  û)  2'"  2(0  J"1  i'.) 


On  trouvera  au  contraire,  pour  des  valeurs  impaires  de  m  :  i°  en  sup- 
posant iô2  =  n, 


m  —  \\,  „ 

,         .        .  ,— ; —  I       7^  _.,„/         I  —  COSMa  U      I  —  C0S2MA  U      I  —  C0SDC0-7 

(72       — 0       -n'*«  =  D5(t,- h-^ h^  ^ 

2  \  0)  2'"  2(0  O'"  6(ii 


2°  en  supposant  oD2  =  —  n, 


m  -+- 1  1 


sinwa         u    siri20)a         i,    sin3wa 


On  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  ces  dernières  formules,  tout  comme 
dans  les  équations  (67),  ((38),  la  quantité  a  doit  être  renfermée  entre 

la  limite  supérieure  -,  qu'elle  peut  atteindre,  et  le  nombre  entier — ■ — 

ou 1  immédiatement  inférieur  à  cette  limite. 

2 

Concevons  en  particulier  que  l'on  prenne 


n 
a=zP 


en  substituant  cette  valeur  de  a  dans  les  expressions  de  la  forme 


sinjfwa  1  — cos/coa 


après  avoir  préalablement  effectué  les  différenciations  relatives  à<i>,  l'on 
trouvera,  [tour  des  valeurs  paires  de  m, 


D,„  siii/*»*  _  ^Y""1  ^a.3...;»  /  _ 


f 


T.- 


')■ 


DJ 


i  —  cos/coa 


I  .2.3. ..m 


,,  /  i.2.o...m        0.4.../»  1   , 

-1—    -  (— 0      ; — r-  /*H-...±-/" 


NOTE   \I1 


383 


et,  pour  clos  valeurs  impaires  de  m. 


D< 


CO  V  2 


i  —  cosl'jta 


■*"'  /  a .  3 . . .  m  ,       i .  5 . . .  m  ,,  i  ,  \ 

/  — —  /■  -H  .  .  .  ±  -    '"     , 

\      tt"1  -"•  -  -     y 

1.2.3. ..171  ,  ,  /l.2.3.../«  3..J.../U   . 


fjn  —  i 

T.'1 


Donc,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 


'.  »  '. 


et  généralement 


(74) 


I 


on  tirera  des  formules  (70)  et  (72),  en  supposant  CE)2  =  n  :  i°  pour  de- 
valeurs  paires  de  m, 


m  -4;  —  (  /»  —  2  )  (  ri  —  i)m -^  -t- . . .  ±  2 . 3 . . .  m  — — 

T.-  T.  T."1 


(;5)    o„,  =  -  \  -  1 


20  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 


(76)     o,„  =  — ("j    n1    m~— (m  — a) 


(  m  —  1  )  /7i  — '-  -+-...  ±  1  . 2 . 3 ...  m 


'm+i+  -\„+i1 


mais  en  supposant  ûDa  =  «,'on  tirera  des  formules (71  )  et  (;3)  :  1"  pour 
des  valeurs  paires  de  m. 


I 


I, 


(  ni  —  1  )  m  — -  -+• dt  1 . 2 . 3 ...  /7J 

7T 


(77)    0».—  (7)   "2 

2"  pour  les  valeurs  impaires  de  ///, 

(78) 

Ainsi,  en  supposant  ©a  =  n,  on  trouvera  successivement 

(79) 


lm+l  "I-  "'m-t-l 


77 '""*"'  ' 


^(îl'""^    -(»— )^+...±».3...«^]. 


00—  O,  0,=: 


.    I,H-5,     -, 


1  T.- 


°«  =  -â^n' 
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tandis  qu'en  supposant  <-ô2  =  n,  on  trouvera 


i 


i  li    j  *        /i   It         i   Ig-+-33 


o, 


/  O  ~  \  *  M1  12  "»  ■  *  1    _  2 

(oo)     o0= n  ,         Oi= /r, 

T.  2     7T  \4     7t  2  7T 

Comme  on  aura  d'ailleurs,  en  tenant  compte  seulement  des  valeurs  de 
h  et  de  k  inférieures  à  -  n, 

o0  —  /t°  +A"  +  ...-  A0  —  A-'0  —  ...  =  i—J, 

Oi  ==  //    -I-  A'    +  .  .  .  —  À'    —  Â"'    —  .  .  . , 

ô2=  A2-4-  A'«  +  .  .  .—  A-2—  X-'2  — .  .  ., 


il  est  clair  que  les  équations  (79),  (80)  feront  connaître  la  différence 
i  —  j,  et  celles  qu'on  obtient  quand  de  la  somme  des  valeurs  de  A  infé- 
rieures a  -,  ou  de  la  somme  de  leurs  carrés,  etc.,  on  retranche  la  somme 


a 


des  valeurs  de  k  inférieures  à  -,  ou  la  somme  de  leurs  carrés,  etc.  La 


2 


première  des  équations  (79),  c'est-à-dire  la  formule 

ô0=o        ou         i — j'  =  o, 

s'accorde,  comme  on  devait  s'y  attendre,  avec  l'équation  (3i). 
Avant  d'aller  plus  loin,  observons  que  les  quantités 

L>     '2,     I3,   '  •  •  •  > 

ou  les  diverses  valeurs  de  lm,  sont  liées  aux  quantités 

"l>        ''2,        =>3J         •  •  ■  ' 

c'est-à-dire  aux  diverses  valeurs  de  ïm,  par  des  équations  qu'il  est 
facile  d'obtenir.  En  effet,  comme  on  aura  généralement 


'■ii,„, 


et 

Pi 

n- 

suite 

2"* 

3,„  = 

on 

e 

11 

concl 

ura 

(« 

>) 

V  "'  m  *  m  }  t 


•-di^ï)3'»- 
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On  aura  donc 

(82)     lt  =  (i  — 4)3„         I,=  i 


!.=  (■  — 7»*.. 


Ajoutons  que,  \m  se  réduisant  toujours  à  l'une  des  trois  quantités 

—  if     o,      4-1, 


les  valeurs  de 


seront,  en  vertu  des  formules  (82),  des  quantités  positives,  tout  comme 
les  valeurs  de 

"ï>        "'s,       "'i>         •  .  •  . 

Quant  à  la  quantité  I,,  liée  à  3,  par  la  formule 

I,  =  (i  — i1)S„ 

elle  sera  ou  positive  ou  nulle,  ainsi  (jue  3,,  et  pourra  même  s'évanouir, 
sans  que 3,  s'évanouisse,  avec  le  facteur  1  — 12,  lorsqu'on  aura 


ce  qui  suppose  n  impair  et  de  la  forme  S.v  -+-  1  ou  8x+  7.  Supposons 

en  particulier  n  de  la  forme  8^4-7,  pf  compose  de  facteurs  impairs 

inégaux.  On  aura 

i02  =  —  //, 

et  comme  alors  I,  s'évanouira,  ainsi  que  1  — t2,   la  seconde  des  for- 
mules (80)  donnera 


On  trouvera,  par  exemple,  pour  n  =  7, 

Ô,  =  I  -+-  2  —  3  =  0, 


pour  n  =  i), 


d,=  i4-24-4  — 7  =  °> 


Revenons  maintenant  aux  formules  (79)  et  (80).  Si,  dans  ces  for- 
mules, on  substitue  les  valeurs  de  1,,  L,  l3,...  fournies  par  les  équa- 

OF.uvrcs  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  \(j 
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tions  (82),  on  trouvera,  en  supposant  à)2  =  n, 

(83)  ô0  =  Ol         *1  =    _^-_j_-„S  «,  =  __*,__)_,,«,  ..., 

(84)  3,=  (a-i,)^^     â,=  ^^J,     54=(i^^-^ii^)J, 

7T  2  71  \       O  7Ï  0713/ 

etc. 

Lorsqu'à  la  première  des  équations  (79)  ou  (83)  on  joint  la  pre- 
mière des  équations (79)  ou  (84),  on  arrive  à  cette  conclusion  remar- 
quable que  la  différence 

ô0        on        i — j 

est  toujours  nulle  ou  positive.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.   —   Supposons  que,   p  étant  une  des  racines  primitives  de 

V  équation 

xn—\, 
la  somme  alternée 

(D  =  p'>  4-  pA'  +...  —  p*  —  p*', 
vérifie  la  condition  ■ 

et  que  le  groupe  d'exposants 

h,     h',     h",     ... 

renferme  l'unité.  Si  les  entiers  inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n,  sont  en 
nombre  égal  à  i  dans  le  groupe  h,  h',  h",  . . .,  et  en  nombre  égal  à  j 
dans  le  groupe  k,  k',  k",  . . .,  la  différence 

i—j 

sera  toujours  nulle  ou  positive,  et  ne  cessera  d'être  nulle  que  lorsqu'on 

aura 

(Q>%  =  —  n. 

Les  quantités 

o0,      o,,      ô2,      03,      ô4,      ... 

sont  évidemment  liées  non  seulement  entre  elles,  mais  encore  avec  les 


quantités 
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387 


par  des  équations  de  condition  qu'on  obtiendra  sans  peine  en  élimi- 
nant 

32.     3t,      ••• 

entre  les  formules  (56),  (83),  ou  en  éliminant 


entre  les  formules  (£7)  et  (84  )•  Ainsi,  en  particulier,  on  tirera  des  for- 
mules (  56  ),  (83  ),  en  supposant  <ïï'2  =  n. 


(85) 


1  /  S  f   S 

3  4  —  '•>  2  —  t2 

—  n 

2 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 
(86)  0,  il  -//o,. 


0.,  7 //  à, 

"  4  —  '2 


4  S  A  5         A 

dit         A3=-nAj; 


et  des  formules  (  "17  ),  (  84),  en  supposant  <02  =  — n, 
(87) 


soi      _     "  0,.  _  A  — Zl 

1  —  (•         2  —  '..,  n 


ou,  ce  (jui  revient  au  même, 

(88)      rïi  =  LZ-h  -(/-./),         A,  —  -n^L,         A,  =  -/^-^f. 

Dans  l'application  de  chacune  des  formules  (87)  et  (88),  on  doit 
distinguer  trois  cas  correspondant  aux  trois  valeurs 

—  1 ,     o,     1 

que  peut  acquérir  la  quantité  i2.  Ainsi,  en  prenant  pour  n  un  nombre 
impair,  on  tirera  de  ces  formules  :  1"  lorsque  n  sera  de  la  forme 
8.r+  1, 


(89) 


o2=  -  //  ox,         A,  —  —  -  //o,,         ir-  —  2/i-o,  ; 
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2°  lorsque  n  sera  de  la  forme  Sec  -h  3, 

(9°)  °1=/*HP'        Ai=_ "H*    '         ±2  =  —"il—j^-; 

3°  lorsque  «  sera  de  la  forme  Sx  -+-  5, 

(91)  ô2=-/iô1,  A,= — -«<$,,         Aj= — -«o,; 

4°  lorsque  n  sera  de  la  forme  S.v  -+-  7, 

(92)  ô,  =  o,         At=— «'(t— y),         A2  =  — «2(i— y). 

Au  contraire,  en  prenant  pour  n  un  nombre  pair,  divisible  par  4  ou 
par  8,  on  tirera  des  formules  (87)  et  (88)  :  i°  lorsqu'on  aura  tO2  =  n, 

(g3)  ô2---<3,,         A2  = —  ndi,        A3  — «2<3,; 

2"  lorsqu'on  aura  Œ)2  =  —  n, 

(04)  Oi  =  « — -^-,  A,  =  —  /i -,  A0  =  —n- -■ 

4  2  2 

On  vérifiera  aisément  ces  diverses  formules  dans  les  cas  particuliers, 
et  l'on  trouvera,  par  exemple  :  pour  n  =  17, 

3t=:-6,  82  =  -34=jô„  £,=  136=--^*!, 

A3  —  3468  =—  a/i*dt; 
pour  «  =  ii, 

f  =  4,        y  =  J,        1— y  =  3,         — 3—"1' 

*  '  — /        a  ' ■—  J        a  »f'~y 

0,  =  1  1  =  /^ — r^-i  A,  =  —  1 1  =  n — ^-^  A2  — — 121  =  —  n2 — —  ; 

3  o  o 


pour  n  =  d, 


3  4 

ôj  =  —  1,         ô2  = —  3=?/«o,,         As=  Zj  = —  ■=  nàl} 

A3=  3o  =  —  f"2(V, 
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pour  n  =  ~, 

i  =  i,         y"  =  o,         i — y  =  i, 

o,  =  o,         A,  =  —  -  =  —  n(i  —  y),         A,  =  —  4g  =  —  n2(i  —  y). 


On  trouvera  pareillement  :  pour  n  =  i3, 

3     -s  ~  4 

àt  = — 5,         ô2  = — 3g  ^=  —  /«  Oj ,         Aj=52  = — Fn^i» 

a  r  6    ia 

.) 

pour  w=  i5  ==  3.  5, 

i  =  3,        /  =  i,         i—J  =  2, 

o,  =  o,         A=— 3o  = — n(t — y),         A2  =  —  4^o  —  —  "2(' — ./).' 

pour  n  =  21  =3.7, 

ô,  = — 10,         o2  = — 126  =  -«o,.         A2— 168= —  ynàlt 
A ,  =  6292  =  —  -  «2  <3, . 

Si  l'on  attribue  à  /i,  non  pins  des  valeurs  impaires,  mais  des  valeurs 
paires,  on  trouvera  :  pour  n  =  \,  <02  =  —  f\,  cO  =  p  —  p9, 

«  =  '»      y'  =  o,       i  —  /  =  i, 

i—j  \  ' —  /         a         o  .«-y 

o,  =  i  =  rt — r-i»  A2=  — 2  = — « >  A2  =  — 8  =  — n- -: 


pour  n  =  8,  (ô2  =  8,  CD  =  p 


.7  „3  ,5 

1  r    ' 


ît  =  —  ^ ,         dj  = —  8  =  —  di,  A2  =  16  =  —  /là,, 

A,  =  192  = /i-o,  ; 


pour  n=  8,  (D-  —  —  8,  <t)  =  p  -f-p'  —  p5  —  p7, 


1  =  2,       j  =  o,        i  —  y  =  2,        — — i.  =  i, 

81  =  4  =  ni=L/,         Aj  =  -8=—  ni^,         A,=  — 64=— n*^^ 

1  2  2 
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pour  ?i  =  12, 

ô,  =  — 4>         ^2  =  — 24=  -ô,,         A2=48  =  — nà\, 

A3=:  864  = n-di  ; 

pour  n  =  20, 

,  /  <■—  j  i—j 

1  =  4,  ./=0,  l—J  =  4,  ——=2,  —;—  —  1, 

2  4 

*  i  —  /  .  /  i  —  /  »  r,  .  i  —'  f 

0,  —  20  =  « — r-^-,  A,  =  —  4©  =  —  n >  A,  = —  800  =  —  n- -• 

4  2  2 

Les  diverses  formules  établies  dans  cette  Note  comprennent  les  for- 
mules du  même  genre  trouvées  par  M.  Dirichlet.  J'ajouterai  que  les 
équations  de  condition  par  lesquelles  se  trouvent  liés  les  uns  aux  autres 
les  termes  des  deux  suites 

A,,     A2,     A3,     ..., 
o0,     0,,     ô,,     ô:i,      ..., 

peuvent  être  démontrées  directement,  et  d'une  manière  très  simple, 
comme  je  l'ai  remarqué  dans  un  Mémoire  que  renferment  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l  Académie  des  Sciences,  pour  l'année  1840  (ier  se- 
mestre, page  444)  (')• 


NOTE  XIII. 

SUR    LES    FORMES    QUADRATIQUES    DE    CERTAINES    PUISSANCES    DES    NOMBRES    PREMIERS. 
OU    DU    QUADRUPLE    DE    CES     PUISSANCES. 

Soient  : 
p  un  nombre  premier  impair; 
n  un  diviseur  de  p  —  1  ; 

//,  /■,  /,  .  . .  les  entiers  inférieurs  à  n,  mais  premiers  à  n  ; 
N  le  nombre  des  entiers  //,  k,  /,  ...  ; 

(  l)   Œuvres  de  Cauchy,  S.  I,  T.  V,  p.  \\>.. 
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p  une  racine  primitive  de  l'équation 

(i)  X"=l 

et  supposons  les  entiers 

h,     /.,     /,      ... 

partagés  en  deux  groupes 

/,,     h',     />",     ...         et         k,     k',     k",     .... 

de  telle  manière  que  la  somme  alternée 

(  2  )  CD  =  pA  -i-  pA"  ■+-  pA "-+-...  —  pA  —  pk'  —  p*'  —  ..  . 

vérifie  la  condition 

(3)  (Q*  =  ±n. 

Soient  encore  : 
9  une  racine  primitive  de  l'équation 

(4)  xp=i; 
l  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

(5)  xp-x=  i        (m  od.  />), 

et  de  plus 

<■>/„    ©*,    ©/,     ... 

des  expressions  imaginaires  déterminées  par  des  équations  de  la  forme 

(6)  0/=  9  +  o'rJl  -+-  p*'6*+. . .-+-  p{/»-*>'0"-\ 

Aux  deux  groupes 

h,     h',     h",     ...         et        k,     k',     /.",     .... 

entre  lesquels  se  partagent  les  exposants  ou  indices 

li,    k,    I,     ..., 

correspondront  deux  groupes 

(-),,,    9A.,    (■)„,     ...        et        0/„    0A,    (■),, 
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entre  lesquels  se  partageront  les  expressions  imaginaires 

0/„    ©a,    0/,     ...; 
et,  si  Ton  pose 

(  7  )  I  =  ®/«  ©A'  ®A"  •  •  •  ,  J  =  ©*©*'  ©*" 

alors,  en  vertu  des  principes  établis  dans  la  Note  précédente,  les  deux 

binômes 

1+J,        1-5, 

considérés  comme  fonctions  des  racines  primitives  de  l'équation  (i), 
seront,  le  premier,  une  fonction  symétrique,  le  second,  une  fonction 
alternée  de  ces  racines.  11  y  a  plus,  comme  la  condition  (3)  suppose 
que  les  facteurs  premiers  et  impairs  de  n  sont  inégaux,  le  facteur  pair, 
s'il  existe,  étant  4  ou  (S,  la  fonction 

1-J 

sera,  dans  l'hypothèse  admise,  de  la  forme  indiquée  par  la  formule  (G3) 
de  la  Note  Vil;  et  l'on  aura  en  conséquence 

(8)  I  +  J  =  A,         I-.I-=BA, 

A,  B  désignant  ou  des  quantités  entières,  ou  des  fonctions  qui  renfer- 
meront seulement  les  racines 

B,     9',     6>\     ... 

de  l'équation  (4)  respectivement  multipliées  par  des  coefficients 
entiers. 

Observons  maintenant  qu'en  vertu  de  la  formule  (7)  de  la  Note  III, 
on  aura 

I     O/(0/i'  ©/("...=  R/(,/j\A"...®/n-/<'  +  /»"-+-... 

(9)  «'I 

I   ©/,  0/,'  8*....=  R*,*>...  0/,+/,+r+..., 

ïï/i, /,-,/,",...  et  Ra.a'.a",...  désignant  deux  fonctions  entières  de  la  seule 
variable  p.   D'autre  part,  si  la  condition  (3)  se  vérifie  sans  que  n  se 
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réduise  à  l'un  des  trois  nombres 

3,     4,    8, 

on  aura  <  voir  la  Note  précédente  | 

(io)  h  -+-  h'  4-  h  "  +  ...==/,•  +  /.•'-+-/.  "+-...  =  o         (mod.n), 

et,  par  suite,  eu  égard  à  la  formule  |  2)  de  la  Noie  III, 

(ii)  ©A+A>+A.+...  =  0A-+*'-Hr-+-...:=©o  =  —  '• 

Donc  alors  les  équations  (7),  (9)  donneront  simplement 

('2)  I  —  —  Ra,/i\a\...»         •'  =  — H/../,.,;  ...: 

et  comme,  en  vertu  des  formules  (12),  les  fonctions  I,  .1  deviendront 
indépendantes  des  racines  de  l'équation  (4),  ces  racines  n'entreront 

p;i>  non  plus  dans  les  coefficients 

A,     B, 

qui  se  réduiront  nécessairement  à  des  quantités  entières. 
Si  l'on  pose  pour  abréger 

(i3)  xs—Ezil, 

alors,  en  désignant  par  /  un  quelconque  des  entiers  inférieurs  à  //, 
mais  premiers  à  n,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (3)  de  la  Note  III, 

(14)  ©/»_,=  (-!)«*'/>  =  e/e„_„ 

Si  le  nombre  qr  est  pair,  la  formule  (1 4)  donnera  simplemenl 

(i5)  {i/Qn_./  =  p. 

Si,  au  contraire,  ~>  est  impair,  n  devra  être  pair,  ainsi  que/?  —  1  =ntz 
et.  par  suite,  le  nombre  /,  premier  ir  11,  étant  impair,  la  formule  (i4) 
donnera 

(l6)  <■>(■)„_,=  _,,. 

Cela  pose,  on  tirera  évidemment  des  formules  1  7  1,  dans  le  premier 

OEuvres  de  C.   —  S.  I.  1.  III.  "> 
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cas, 

(17)  U=pï, 

el  dans  le  second  cas, 

(.8)  IJ  =  (-,)V. 

.Mais,  comme  dans  le  second  cas,  n  étant  pair  et  de  l'une  des  formes 

4  V  V    ...  ,       OVV    ..., 

N 

—  ne  pourrait  devenir  impair  que  pour  la  seule  valeur 

dont  nous  faisons  ici  abstraction,  il  est  clair  que  la  formule  (18)  se 
réduira  elle-même  a  l'équation  (17). 

D'autre  part,  comme  on  tire  des  équations  (8) 

(19)  2l  =  A  +  RA,         2.I  =  A  — RA, 

par  conséquent 

41J  =  A2-  R2 A-, 

il  est  clair  qu'en  ayant  égard  à  l'équation  (7)  et  à  la  formule  (3),  on 
trouvera 

N 

(20)  q/,2_A2_  B2A2=A2±nR2. 
Pour  que  la  condition  (3)  se  réduise  à 

(21)  (B2=/<, 

il   est  nécessaire  que  les  facteurs  premiers  et  impairs  du  nombre  n 
étant  inégaux  entre  eux,  ce  nombre  soit  de  l'une  des  formes 

4x  +  i,    4(4x-i-3),     8(2x  +  i). 

Mais  alors,   en  vertu  du   théorème  I  de  la   Noie   IX,   /  désignant  un 
quelconque  des  entiers  renfermés  dans  les  deux  groupes 

h,     h',     h",     ...         el         k,     /.',     A",     .... 
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les  deux  termes 

/     cl     n  —  l 

appartiendront  au   même  groupe.   Doue  alors,   en   vertu   des    équa- 
tions (7),  jointes  à  la  formule  (i5)  ou  (  16  l,  on  aura 

N 

(22)  I=J=±/Â 

savoir 

N 

(23)  \  —  i=p-, 

si  l'un  des  deux  nombres  ôï,  -  est  pair,  et 

N 

(24)  I  =  J=-/>», 

si  les  nombres  gs  et  —  sont  tous  deux  impairs,  ce  qui  suppose  n  =  _jv, 

v  étant  un  nombre  premier  de  la  l'orme  ]\  -+-  3.  Alors  aussi  l'on  tirera 
des  formules  (8)  et  (22) 

(20)  A  =  ±  2/r ,         B  =  Q. 

Ces  dernière^  valeurs  de  A,  lî  satisfont  effectivement  à  la  formule  (20). 
Pour  que  la  condition  (3)  se  réduise  il 

(26)  -.—  n, 

il  est  nécessaire  que,   les  facteurs  premiers  et  impairs  du  nombre  n 
étant  inégaux,  ce  nombre  soit  de  l'une  des  tonnes 

4x-f-3,    4(4x-+-i),    8(2x-t-i). 

Nommons  alors//  la  plus  haute  puissance  de/?  qui  divise  simulta- 
nément A  et  H.  On  aura 

(27)  Y=r//'.r,       15         p\Y, 

x,  y  désignant  deux  quantités  entières  non  divisibles  par/?;  et,  en 

posant 

fx  =  -  —  2  '/ . 
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on  verra  la  formule  (20)  se  réduire  à  la  suivante 

(■29)  !\pV-  —  x'l-\-  nr-. 

Il  s'agit  maintenant  d'obtenir  les  valeurs  des  exposants  X,  ij..  On  peut 
y  parvenir  à  l'aide  des  considérations  suivantes  :    . 

Comme  nous  l'avons  observé  page  1 12,  on  a  généralement 

R/i,A-,/,...  =  K//./.  R/*w,,/,...» 

en  sorte  que  les  formules  (12)  donneront 

(00) 

f  J  =  —  Ra./.-'  R*4-*',r  R/.-t-//-t-/.-",/,-"...- 

Or,  dans  chacun  dos  facteurs  qui  composent  les  seconds  membres  de 
ces  dernières,  on  peut  immédiatement  réduire  les  deux  indices  placés 
au  bas  de  la  lettre  R  à  des  nombres 

représentés  par  des  termes  de  la  suite 

O,         I,        2,        3,         .  .  .  ,        Il  —  I. 

On  pourra  même,  en  vertu  des  formules  (10)  et  (12)  de  la  Note  I, 
remplacer  le  facteur 

0,0/ 


Ri,r  = 


0/ 


par  àzp,    lorsque   la  somme  îles   indices  /,  /'  sera  le    nombre  //,  et 

par  —  1,  lorsque  l'un  des  indices  s'évanouira.  Ce  n'est  pas  tout,  lorsque 

h,  h',  étant  positifs  l'un  et  l'autre,  offriront  pour  somme  un   nombre 

différent  de  //,  on  aura  généralement,  en  vertu  de  la  formule  (i3)  de  la 

Note  I, 

KitrB.-i-r=  p, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3i)  R/,rRn_/,n_  r  =  P\ 
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et,  comme  des  deux  sommes 

/-+-/',  («  —  /)-|-(  «  —  /')  =  2/1  _(/-+-/'), 

l'enfermées  entre  les  limites  o,  in,  il  v  en  aura  toujours  une  comprise 
entre  les  limites  o,  //,  l'autre  étant  comprise  entre  les  limites  n,  int  il 
resuite  des  équations  (i4)  et  (i5),  jointes  à  l'equaliou  (17),  qu'on 
aura  toujours 

(32) 


1         rV  1         -1' 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 

(33)  lG=p'F,        3F  =  p*G, 

f,  g1  désignant  deux  nombres  entiers  propres  à  vérifier  la  condition 

et  F.  G  des  produits  composes  avec  des  facteurs  de  la  forme 

R/,r 

dans  chacun  desquels  on  pourra  supposer  les  indices  /,  /'  tous  deux 
inférieurs  à  n,  et  leur  somme  /-h/'  renfermée  entre  les  limites//,  27/. 
Si  d'ailleurs  on  substitue  dans  les  formules  (33)  les  valeurs  de  I,  J 
fournies  par  les  équations  (19)1  on  aura  identiquemenl 

(34)  (A  +  Bffi)G  =  2/?/F,        (A  —  BCB)F  =  2/?*-(i, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (27), 
(3-5)                 /p*(.r-+-y(D)G  =  ipf¥,        pk(x  —  y(Q)F  =  2p^G. 
On  aura  donc  par  suite 

(  36)       //'    '"  (  x  —  y  0)G  =  ■?./>'   ">  T.        //'    m'{x      y<&  )  F  =  2pe-'n'G, 

m,  tri  étant  deux  entiers  que  l'on  pourra  réduire,  le  premier  au  plus 
petit  des  nombres 
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le  second  au  plus  petit  des  nombres 

7 

afin  que  chacun  des  exposants 

).  —  m,      f —  m,     /.  —  m',     g  —  m' 

soit  nul  ou  positif. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  une  observation  importante.  Les 
formules  (33),  comme  toutes  celles  d'où  elles  sont  déduites,  et  par 
suite  les  formules  (36),  offrent  chacune  deux  membres  représentés 
par  des  fonctions  entières  de  p  qui  sont  identiquement  les  mêmes, 
quand  on  réduit  l'exposant  de  chaque  puissance  de  p  à  l'un  des  en- 
tiers 

o,      i,     2,     3,      ...,     n  —  i, 

ou  qui  du  moinspeuvent  alors  être  transformés  l'un  dans  l'autre  à  l'aide 
de  la  seule  équation 

i  +  p  +  p'!+p3  +  ...+  p"-'  =  o. 

Donc,  après  les  réductions  dont  il  s'agit,  la  différence  entre  les  deux 
membres  de  chacune  des  formules  (36)  sera  le  produit  d'un  nombre 
entier  par  le  polynôme 


(3;) 


I  -f-  p  -f-  p"'  4-  p3  -H :  ■  •  ' 


D'ailleurs,  réduire,  dans  une  fonction  entière  de  p,  l'exposant  de  chaque 

puissance  de  p  à  l'un  des  nombres 


o,      i ,     2,     3, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  remplacer 


n  —  i , 


P"' 

ps", 

O3", 

par 

,0  . 

p  —  I, 

p»-*-1, 

p2"^1, 

p?«+>,         .. 

pal- 

p) 

p'l+\ 

p2/l+Sj 

P3"+S         •   • 

pai' 

ps> 

p'-'<-\ 

■      ■        *        '     » 

P*"~\         .   . 

par 

p"-1, 
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c'est  ajouter  aux  divers  ternies  de  la  progression  arithmétique 

Pn         r,»-*-l         «»■+-*  r'-"         ntn+l         ^in+î  r3n         n3n-t-l         r3n  ■  i 

,      j        >      r        »      *  •  •      r     '      r  '      i  >•■■,'      i  ».  »       •  •  • 

les  différences 

I  —  p",  0  —  pl+1,  p2  _  p/H-*t  p  .  .  f 

I  —  p*",        p  —  p2"-*-',        p2—  û2"^2,         .... 
I  —  p3",       p  -    p'*-*-1,        p!  —  p'"^2,         •  ■  •  , 


respectivement  égales  aux  produits 


i  — p",       pu—  p»),       ps(i  —  p"), 

l-p2",   p(l  — p»«),   p2(.  —  p-"), 

I  — p3",    p(l  —  p3"),    p2(l  -p"'l, 


qui  tous  ont  pour  facteur  le  binôme 

i  —  p"—  (i  —  p)  (i  +  p  -+-  p2  +  . . .+  p"-1)» 

et  par  conséquent  le  polynôme  (V  ).  Donc,  en  définitive,  dans  chacune 
des  formules  (  j(>  ),  la  différence  entre  les  deux  membres  sera  toujours 
une  fonction  entière  de  p,  qui,  avant  réduction,  aura  pour  facteur  le 

polynôme 

p"  —  « 

I  +  Û  +  0-  +  ...  +  p"-1  =  ■ 

Donc,  si  dans  ces  formules  on  remplace  la  racine  primitive  p  de 
l'équation 

Xn=  I 

par  une  racine  primitive  /de  l'équivalence 

/  "  =  i         (mod  p), 

les  deux  membres  de  chacune  d'elles  offrironl  pour  différence  une 

fonction  entière  de  r  qui  aura  pour  facteur  le  polynôme 

/•"  —  i 

i  -+-  /"  -r  r1  -i-  .  .  .  -+-  /"_1  = =  o         (  mini.  /<  i  : 

et  comme  dans  cette  différence  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  /■  se  l'ont  des  entiers,  elle  devra,  ainsi  que  le  polynôme 
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être  équivalente  à  zéro,  suivant  le  module/?.  Donc,  si  l'on  nomme 

o,  §,  g 

ce  que  deviennent 

(D,     F,    G 

quand  on  y  remplace  p  par  r,  les  formules  (36)  entraîneront  les  sui- 
vantes 

(38)    pk-"l{x-+-yà)Ç==ipt-'»$,    p>--m'(a:  —  yè)$=2pe-m'Ç     (mod.  p), 

dans  lesquelles  on  devra,  eu  égard  à  l'équation  (2),  supposer 
(3g)  0  =  r',+  r'1  '+...—  rk  —  rk' — .  .  .         (mod.p). 

D'autre  part,  l'équation  (26)  pouvant  s'écrire  comme  il  suit 

(pA-t-  py''  +  . . .—  p''  —  p*"— . .  .)2  =  —  'h 

on  tirera  de  cette  équation,  en  y  remplaçant  p  par  r, 

(/•''+  /7''  +  . . .—  rh—rk'—..  .)2  =  —  n        (mod./>), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4o)  ô'2  =  — n        (mod./?). 

Donc  le  nombre  entier  0  sera  premier  à/?;  comme,  dans  l'équation  (29), 
les  quantités  x,  y  ne  sont,  ni  l'une  ni  l'autre,  divisibles  par  p,  on 
pourra  en  dire  autant  de  la  somme  'in  et  de  la  différence  '±yt  des 

deux  binômes 

x  -+-  yo,         x  —  yo. 

Donc  de  ces  deux  binômes  l'un  au  moins  sera  premier  h  p.  Concevons, 
pour  fixer  les  idées,  que  ce  soit  le  seconda?  —  yo  qui  remplisse  cette 
condition.  Comme,  en  vertu  des  principes  exposés  dans  la  Note  V 
(p.  19G  et  suiv.),  les  deux  quantités  i,  g  seront  elles-mêmes  pre- 
mières ii/;,  il  est  clair  que,  dans  les  deux  membres  de  la  seconde  des 
formules  (38),  les  exposants  de/>,  savoir 

1  —  m' ,     g  —  m' 
ne  pourront  s'évanouir  l'un  sans  l'autre.  Or,  c'est  précisément  ce  qui 
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arriverait  si,  les  nombres  X,  g  étant  inégaux,  <m  prenait  le  plus  petil 
pour  valeur  de  m'.  Donc,  lorsque  ce  —  y§  est  premier  à  p,  la  première 
des  formules  (38)  entraîne  la  condition 

\  =  g. 
Mais  alors,  en  posant,  dans  la  première  des  formules  (38  ), 

»i  —  m '  —  \  =  g, 

on  en  conclut 

J—g  —  O         ou         f  —  g>o, 

suivant  que  le  binôme 

x  H-  ro 

est  ou  n'est  pas  supposé  premier  à/?.  Donc,  si  le  binôme 

x  — ro 

est  premier  à  p,  les  formules  (38)  entraîneront  la  condition 

'■  —  a  =  J  • 

Pareillement  si  le  binôme 

x  -+- yh 

était  premier  \\p,  les  formules  (38)  entraîneraient  la  condition 

x=/;  g. 

Ainsi,  dans  tons  les  cas,  \  devra  se  réduire  au  plus  petit  des  deux 

nombres 

f 

J »      6  > 

et  comme,  en  vertu  des  formules  (28),  (  >  \  »,  on  aura 

(40  p=f+g  —  2l, 

il  est  clair  que  u.  devra  se  réduire  à  celle  des  deux  différences 

f <r  <r  / 

./  »  >  ~  J 

qui  sera  positive,  par  conséquent  à  la  valeur  numérique  de  la  différence 

OEuvres  de  C.   —  S.  I.  t.  III.  5l 


402  MÉMOIKE  SUR   LA  THÉORIE    DES   NOMBRES. 

f-  g.  Au  reste,  cette  différence  elle-même  peut  être,  dans  tous  les  cas. 
facilement  déterminée  comme  il  suit  : 
Posons  pour  abréger 

(/,2)  P  =  R*,*R*',a'.'-i       Q  =  R*.*R*-,*'-  •  •> 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

On  en  conclura,  eu  égard  aux  formules  (7)  et(3o), 

P  P        0q/,Qa/,.     ■■ 

(44)  q  -  p  02A02A...' 

(45)  PQ=P2. 

D'ailleurs,  en  vertu  des  théorèmes  3  et  4  de  la  Note  IX,  on  trouvera  : 
i°  en  supposant  n  de  la  forme  8 x  -+-  7, 

02A02/1,...  =  0A0A...=i,      02*02*"...=  ®a©*  -=J; 

a°  en  supposant  «  de  la  forme  8x  -h  3, 

0.2/,02/,. . .  =  0,0;,. . .=  J,     ef*e,*.. . .=  e/.©*  •  =i; 

3°  en  supposant  n  divisible  par  4  ou  par  8. 

Donc  les  formules  (43)  et  (44)  donneront  :  i°  si  n  est  de  la  forme 

8x  4-  7, 


(46)                           P  =  I,       Q=J. 

P        I 
Q  _  J  ' 

20  si  n  est  de  la  forme  8x  -+-  3, 

(47)                         P  =  r        (^T' 

P        I3 

n  —  p 

3°  si  n  est  divisible  par  4  ou  par  8, 

P       P 

(48)                                                   Q  =  y- 

NOTE  XIII.  W3 

Concevons  maintenant  que,  parmi  les  entiers  premiers  à  n,  mais  infé- 
rieurs à  -  n,  on  distingue  ceux  qui  appartiennent  au  groupe 

//,     h',     h\      ..., 

et  dont  le  nombre  sera  désigné  par  i,  les  autres,  dont  le  nombre  sera 
désigné  par  y,  formant  une  partie  du  groupe 


k,     k'.     k' 


On  aura  évidemment 
(49) 


<+y  = 


N 


et,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons  fait 
usage  pour  établir  les  formules  (32),  on  trouvera,  eu  égard  à  l'équa- 
tion (45), 


(5o) 


r=/4 


Q=y2. 


U,  V,  désignant  des  produits  «composés  de  facteurs  de  la  forme 

R,,/<, 

dans  chacun  desquels  on  pourra  supposer  les  indices  /,  /'  tous  deux 
inférieurs  à  n,  et  leur  somme  l-ht  renfermée  entre  les  limites  n,  in. 
Or,  les  formules  (32)  et  (5o)  donneront 


(50 


I 


if-ff 


F 


.1  ~r        G1 
D'autre  part,  si  l'on  désigne  par 


P  (JJ 


o 


V 


comme  dans  la  Note  précédente,  une  quantité  qui  acquière  la  valeur 

—  1         ou         i         ou        o, 
suivant  qu'on  aura 


[5] 


I  ou 


ou 


n  =  o         (  m  od.2), 
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les  formules  (46),  (47  ).  (48)  donneront 

P       I£ 

(5»)  q  =  j!> 

la  valeur  de  £  étant 

(53)  e  =  a  —  t2. 

Cela  posé,  les  formules  (5i)  et  (52)  donneront 

F2£  .    .  U2 

pHf-g)h~*=pl~Jw 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(54)  pif-r)  FÎEV* =/?'-•' GseU2; 

et  par  suite 

(55)  '       ^(/-*>-»>F2eV2  =  /y-;-'»G2sU2, 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Imaginons  maintenant  qu'on  remplace  p  par  r  dans  les  deux  mem- 
bres de  la  formule  (  55),  et  soient 

ce  que  deviennent  alors  U,  V.  Les  quantités  ©,  i?  seront  non  seulement 
entières,  mais  premières  à  p  aussi  bien  que  §,  Ç;  et  de  même  que  les 
équations  (33)  entraînent  les  formules  (38),  de  même  la  formule  (55) 
entraînera  la  suivante  : 

(56)  p<-(f -#)->»  pi  yï=  pi-j-mÇîS  Vï  (  mo(J#  /})4 

Or,  dans  la  formule  (56),  comme  dans  chacune  des  formules  (38),  les 
deux  exposants  dep  ne  peuvent  s'évanouir  l'un  sans  l'autre  ;  et,  puis- 
qu'on peul  réduire  l'un  d'eux  à  zéro,  en  prenant  pour  m  le  plus  petit 

des  nombres 

z(f—g),     i—j, 

il  faudra  que  ces  deux  nombres  soient  égaux  et  qu'on  ait 
(57)  /_y  =  £(/_,,); 
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par  conséquent 
(58)  f-g=LzL 

D'ailleurs  e,  toujours  positif,  se  réduit  à 

i,     3        ou        2, 
suivant  que  n  est  de  la  forme 

4x  +  3,    4x4-1        ou        4x, 

et,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans  la  Note  précédente,  la  différence 
î—j\  quand  elle  ne  s'évanouit  pas,  est  toujours  positive.  Donc,  la  dif- 
férence f—  g  ne  pourra  jamais  devenir  négative,  et  l'équation  (41) 
donnera  toujours 

(5g)  P—f—g—1—^-- 

En  conséquence,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Théorème.  —  Le  degré  n  de  l'équation  binôme 

xn=  I, 

dont  p  désigne  une  racine  primitive,  et  la  somme  alternée 

(D  =  p''  4-  pA'4-  p'1"  4- ...  —  p*—  p'''—  pk" .  .  . 

étant  supposés  tels  qu'on  ait 

(02  —  —  n; 

si  les  exposants  de  p  premiers  à  n,  mais  inférieurs  à  r/?,se  trouvent  en 
nombre  égal  à  /dans  le  groupe 

h,     h',     h",      .  .  . , 

et  en  nombre  égal  ày'dans  le  groupe 

k,    /.'.    /.',    ..., 
on  pourra  satisfaire,  par  'les  valeurs  entières  de  x,  v,  à  l'équation 

.]/>•'■=  .r-  4-  ny"-, 
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pourvu  qu'on  prenne 

f*  =  i—J, 

quand  n  sera  de  la  forme  Sx  -+-  7  ; 

*  —y 

quand  n,  sans  être  égal  à  3,  sera  de  la  forme  8x  -+-  3  ;  et 

quand  «,  sans  être  égal  à  4,  sera  divisible  par  4  ou  par  8.  Si  n  se  rédui- 
sait à  l'un  des  nombres  3,  4,  alors  (en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans  la 
Note  IV)  on  aurait  simplement 


Pour  vérifier  l'exactitude  du  théorème  qui  précède,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  l'on  prend  pour  n  un  des  nombres  3,  4,  il  suffit  d'observer 
que  l'équation 


réduite  alors  à  la  forme 
ou  à  la  forme 


4  p  =  x2  -+-  ny* 


bp  =  as*+Sy*, 


4  p  —  x"-  +  4y2 


P-'-  \^x 


y- 


coïncidera,  pour  re  =  3,  avec  la  formule  (110)  de  la  page  i63,  quand 
on  posera  r  =  A,  y  =  B,  et  pour  n  —  4,  avec  la  formule  (93)  de  la 
page  1 5 3 ,  quand  on  posera  x  —  ik,y  —  B. 

Si,  dans  le  théorème  qui  précède,  nous  n'avons  pas  fait  une  mention 
spéciale  du  cas  où  l'on  aurait 


(QJ  =  —  8, 


(0 


P  +  P        P"—  P'' 


et  où. la  condition  (10)  cesserait  d'être  vérifiée,  c'est  qu'en  vertu  des 
principes  établis  dans  la  Note  111  on  peut  encore,  dans  ce  cas,  résoudre 
en  nombres  entiers  l'équation  (29),  en  prenant  [a  =  i,  et  que  cette 
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dernière  valeur  de  u.  est  comprise  dans  la  formule 

'  2 

En  effet,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'équation  (29)  réduite  à 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 

coïncjdc  avec  la  formule  (io3)  de  la  page  io<),  quand  on  pose 
jx  =  1 ,         j  =  2A,         y  =  H  ; 

et,  comme  alors  aussi  l'on  trouve 

'  =  2,       J  =  o, 
on  en  conclut 

2 

Il  nous  reste  à  indiquer  une  méthode  à  l'aide  de  laquelle  on  peut 
faciliter  le  calcul  des  valeurs  de  r,  y  qui  sont  propres  à  résoudre 
l'équation  (1). 

L'exposant  u.  étant  supposé  plus  grand  que  zéro,  ainsi  que  i  —j,  la 
différence  y — g  sera  elle-même  supérieure  à  zéro,  et,   en  vertu  des 

équations 

>-  =  ér,        £(/—  g)=i—  J, 

les  formules  (38),  (56)  pourront  être  réduites  aux  suivantes  : 

(60  .r-f-v6  =  o,         x — yo  =  'iA  (  iiiod. p), 

-' 

(61)  (f  )"=  (^)"  "•'"«'•/"■ 

Or,  les  formules  <  60  )  donneront 

(62)  #  = — yo  =  4  (  inod. />), 
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et  il  est  clair  que  cette  dernière  équation  fournira  immédiatement  le 
reste  de  la  division  de  x  et  de  y  par  p,  ce  qui  facilitera  le  calcul  des 
valeurs  de  x,  y  et  suffira  même  à  la  détermination  de  ces  valeurs,  dans 
tous  les  cas  où  elles  devront  être,  abstraction  faite  des  signes,  infé- 
rieures à  -  p.  Quant  à  la  détermination  des  quantités  i,  Ç,  ou  V,  "Ç,  elle 

s'effectuera  sans  difficulté.  En  effet,  en  vertu  des  principes  établis  dans 
la  Note  V  (p.  196  et  suivantes),  pour  déduire  §  de  F,  et  Ç  de  G,  il  suf- 
fira de  remplacer  p  par  r,  dans  les  divers  facteurs  de  F  et  de  G,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  de  remplacer  chaque  facteur  de  la  forme 

R/,o 

par  une  quantité  entière'  équivalente,  au  signe  près,  à 

—  ™n—l,n—l> 

la  valeur  de  MU'  étant  donnée  par  la  formule 

1.2.3. . .  (  /  -4-  n  nr 


(63)  n/if= 


1.2.3...  ItxS.  1.2.3...  t'w 


La  formule  (62)  n'est  pas  applicable  aux  cas  où  n  se  réduit  à  l'un 
des  nombres  3,  4»  &  et  doit  alors  être  remplacée  par  celles  que  nous 
allons  indiquer. 

Les  valeurs  de  P,  Q,  fournies  par  les  équations  (42),  sont  évidem- 
ment, ainsi  que  I,  J,  des  fonctions  symétriques,  d'une  part,  des  racines 
primitives 


p'1,    p'1',    ph" 


et,  d'autre  part,  des  racines  primitives 


ph,    ph',    pk\ 


Donc  la  somme  P  H- Q  sera,  comme  I  H- J,  une  fonction  symétrique 
des  diverses  racines  primitives  de  l'équation  (1),  et  la  différence  P  —  Q 
sera,  comme  I  —  J,  une  fonction  alternée  de  ces  mêmes  racines;  d'où 
il  résulte  qu'on  pourra  aux  équations  (8)  joindre  encore  celles-ci 

(64)  P  +  Q  — .71,         P  — Q  =  ÎB(D, 
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31,  Il  désignant  dos  quantités  entières.  Cela  posé  on  tirera,  des  for- 
mules (4r>)  et  (64)> 

2P  =  31  +  3SKB,         2  Q  =  3  —  ÏJÛÔ, 
4I»Q  =W—  !»*(©*, 

N 

4/?»  =  51*—  8*©*; 
et  par  suite,  si  la  condition 

est  vérifiée,  on  trouvera 

(65)  \p*=2P+-n9*. 

Or  si  l'on  substitue  l'équation  (65  )  et  les  formules  (  5o  )  à  l'équation  (20  ) 
et  aux  formules  (32  ),  alors,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux 
dont  nous  nous  sommes  servis  pour  établir  le  théorème  énoncé  plus 
haut  et  la  formule  (62),  on  prouvera  qu'on  peut  satisfaire  à  l'équation 

en  posant  généralement 

f*  =  *  —j 

et  prenant,  pour  x,  y,  certains  nombres  entiers  qui  vérifieront  la 
condition 

v> 

(66)  x  =  — yo=—         (mod.p). 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  l'on  a  n=  3.  On  trouvera,  dans 
ce  cas, 

li  —  1 ,         k  =  2,         1  =  i ,  •     y  =  o,         t  — y  =  1 , 
P-Rt,,,        Q=R,.„ 

U  =  o,  \      z  |{2.,, 

et  par  suite  on  pourra  prendre 


0=0,      1      -  n, 
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Donc,  p  étant  un  nombre  premier  de  la  forme  3x  +  i,  on  pourra  tou- 
jours satisfaire  à  l'équation 

(67)  $/>  =  **+ 3  jr«, 

en  prenant  pour  x,  y  des  nombres  entiers  qui  vérifient  la  condition 

x=  —  yà  =  —  nM. 

Il  importe  d'observer  que,  dans  cette  dernière  formule,  la  valeur  de 


II,  ,  sera 


1 . 1 


_    I  .  a  .  3  .  .  .  2  BT   (  BT  -+-  I  ) .  .  .  2  HJ 


I  .2.  .  .BJ)Z  1  .2.  .  .57 

la  valeur  de  gt  étant 

P  —  * 

et  que  d'ailleurs  on  aura 

3>  —  9 

0  =  /•  —  /~, 

r  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

x3=  1  (mod./>); 

par  conséquent 

r   =  ^CT        (mod./?), 

?  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

xp~x==  1        (mod.  />). 

Cela  posé,  en  ayant  égard  à  la  formule 

â2  =  -3, 
de  laquelle  on  tire 

.  i 

on  trouvera 

(68)  x  =  —  II,,,,         y  =  — -illi^a         (mod./;). 

D'autre  part,  comme  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (67), 

les  valeurs  numériques  de  a?,  y  seront  respectivement  inférieures  aux 
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nombres 


i 
ip 


l-  ■(*)'. 


dont  le  second  au  moins  restera  inférieur  à  -  p,  pour  une  valeur  de  p 

égale  ou  supérieure  à  7  ;  le  premier  remplissant  lui-même  cette  condi- 
tion dés  qu'on  supposera  p  supérieur  à  16,  par  conséquent  à  7  et 
à  i3.  Donc  les  formules  (68),  ou  au  moins  la  seconde  d'entre  elles, 
fourniront  immédiatement  la  resolution  en  nombres  entiers  de  l'équa- 
tion (67).  On  trouvera,  par  exemple,  pour/*  =  7, 

HT  —  *—= =  2,  n.  t  =  =0; 

6  '1.2 

et  comme  3  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

;r6=i  (mod.7), 

on  pourra  prendre 

r  =  32=2        (mod.7); 
par  conséquent 

«5  ==  /•  —  r-  =  2  —  4  =  —  2         (  mod.  7  ), 

les  formules  (68)  donneront 

x==  —  6  =  1,        />  =  4=  —  3        (mod.7). 

On  a  effectivement 

4.7  —  i2-H3.32. 

Prenons  encore />=  r3.  On  trouvera 

.  „  5.(>.7.8 

w==4'       n«.'=TX34  =  7°; 
et  comme  '}  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

.rls=  1        (  mod.  i3), 
on  pourra  prendre 

r=3*=3,         <î  = /•—/•*  =3  — 9  =  — 6         (mod.)  3), 

les  formules  (  68  )  donneront 

c  = —  70    -  —  5,         v  =  io^£ — 3         (  mod.  i3). 
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On  a  effectivement 

4.7  =  5'- h- 3.3*. 

La  valeur  numérique  de  x  remplit  déjà,  comme  on  le  voit,  pour  les 

valeurs  7  et  i3  du  nombre/;,  la  condition  d'être  inférieure  à  -p.  Donc, 

d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  cette  condition  sera  toujours  rem- 
plie et,  pour  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  (67),  il  suffira, 
dans  tous  les  cas.  de  recourir  à  la  première  des  équations  (68).  On 
trouvera,  par  exemple,  pour/?  =  19, 

7.89.10.11.1a 

ÏÏJ  —  6,  11,,=  - „      ,      . ; =7.11.12  =  13  (  11)0(1.    IQ), 

I  .  2  .  3  .  4  •  5  •  O 

.r=i2=  —  7  (mod.19), 

x  =  —  7- 
On  a  effectivement 

.', .  19  =  72+  3.32. 

Dans  k>s  exemples  précédents,  la  valeur  de  y  est  constamment  divi- 
sible par  3.  On  peut  démontrer  qu'il  en  sera  toujours  ainsi  (voir  les 
numéros  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences , pour 
l'année  1840). 

Les  formules  (68),  jointes  à  la  remarque  que  nous  venons  de  faire, 
comprennent  l'un  des  théorèmes  énoncés  par  M.  Jacobi  en  1827,  dans 
un  Mémoire  qui  a  pour  titre  De  residuis  cubicis  commentalio  numerosa 
(voir  le  Journal  de  M.  Crelle,  de  1827). 

Au  reste,  après  avoir  résolu  l'équation  (67)  à  l'aide  des  formules  (68), 
on  pourra  toujours  obtenir  immédiatement  deux  autres  solutions  de  la 
même  équation,  en  ayant  recours  à  la  formule 


On  trouvera  par  exemple 


2      /  \      2 

'x  —  ir\-      i(x-*ry 


\.    7=1  -+-  3.32  —  5-  4-  3.  1  '-=  42  -t-  3.22, 
-3.32=724-3.is=22  +  3.42, 
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Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  a  n  =  '\.  On  trouvera  dans  ce 
cas 

ÛD  =  p  —  p ; . 

/(— i,         A-=:3,         i=i,        /==  o,         i — y  =  i , 

P  =  Rtil,        Q  =  R8,î, 

U  =  RllI1         V  =  K:!.3, 

et,  par  suite,  on  pourra  prendre 

p  =  i,      v=-nltl. 

Donc,/?  étant  un  nombre  premier  de  la  l'orme  4*'  H-  i»  on  pourra  tou- 
jours satisfaire  à  l'équation 

(69)  4/j  =  .r--+-4y2. 

en  prenant  pour  a?,  y  des  nombres  entiers  qui  vérifient  la  condition 

x  =  —  ro  =  —  n,,i. 

Dans  cette  dernière  formule,  la  valeur  de  II,  ,  sera 

1  .  2  .  3  .  .  .  2  GJ  (  5J  -|-  I  )  .  .  .  2  5J 

'mi  —  ■; t  = ' 

(  1 . 2 . . .  ni  ) l  1 . 2 .  . .  m 

la  valeur  de  gj  étanl 


et  l'on  aura  d'ailleurs 

0  =  /•  -  r3. 

r  étant  une  racine  primitive  de  L'équation 

x''  =  1         (  mod.  /?  ), 

en  sorte  qu'on  pourra  prendre 

r  —  t*, 

t  étant  ce  qu'on  nomme  une  racine  primitive  du  nombre/?,  c'est-à-dire 

une  racine  primitive  de  l'équation 

.*•''-'  =  1        (mod.  p  1. 
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Cela  posé,  en  ayant  égard  à  la  formule 

ô2=  — 4        (mod.jp), 
de  laquelle  on  tire 

1  0 

on  trouvera 

(7°)  «  =  —  11,,!,        y=— -IIMâ        {mod.p). 

D'ailleurs,  pour  que  l'équation  (69)  soit  vérifiée,  il  est  nécessaire  que 
x  soit  un  nombre  pair;  et  alors,  en  écrivant  ix  au  lieu  de  x,  dans  cette 
même  équation,  on  obtient  la  suivante 

(71)  p  =  xi  +  yi, 

à  laquelle  on  devra  satisfaire  par  des  valeurs  de  x,  y  propres  à  vérifier 
les  formules 

(72)  a?  =  — -H,,,,         y  =  — yII,(I<5. 

D'autre  part,  comme,  en  vertu  de  l'équation  (71),  les  quantités  x,  y 

devront  offrir  des  carrés  inférieurs  kp,  et  des  valeurs  numériques 

1 
inférieures  à/?2,  par  conséquent  à 

1 
P        ï/>* 

—  =  o-—  j 

2  r      2 


attendu  que  /?,  au  moins  égal  à  5,  vérifiera  la  condition  />2]>  2;  il  est 
clair  qu'à  l'aide  des  formules  (72),  ou  seulement  de  la  première  de  ces 
formules,  on  pourra  déterminer  complètement  les  valeurs  entières  de 
x,  y  qui  vérifieront  la  formule  (11).  On  trouvera  par  exemple,  pour 
p—5, 

P           '  TT 

BT=-i— =1,  IIlil=2, 

x  =  —  1        (mod.5), 

x  = —  1. 
On  a  en  effet 


NOTE  XIII.  415 

Prenons  encore p  =  i3,  on  trouvera 

bt  — 3,         II,  ,= - — — -r  =  20         (nio(l.i3), 

x  = —  io  =  3        (mod.i3), 
x  =  o.  i 

On  ;i  en  effet 

I  3  =;  32  -f-  22. 

Prenons  encore  p=  17  ;  on  trouvera 

hj  =  4,         lti.i= 5— r  =  3.2.7  =  7".         =2        (mod.  17'. 

.r  =  —  1         (mod.  17  ), 
a*  =  —  1 . 
On  a  en  effet 

Prenons  enfin  p  =  29.  On  trouvera 

8. 9. 10. 11. 12. 1 3. 14 


st  =  7-         "m 


1 .2.3.4.Ô.6.7 


D'ailleurs,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  calculer  la  valeur  exacte  de  II, ,,, 

et  l'on  pourra  se  borner  à  déterminer,  par  l'une  des  méthodes  exposées 

dans  la  Note  Y,  une  quantité  équivalente  à  II,  ,,  suivant  le  module  29. 

Cette   quantité    sera    immédiatement    fournie    par   le    tableau   de  la 

page  209.  et  se  réduira  au  nombre  10,  renfermé  dans  les  deux  colonnes 

horizontale  et  verticale  dont  les  premières  cases  offrent  le  nombre  7. 

On  aura  donc 

II,,,  =  10        (  mod. 29), 

x  =  —  ")         (mod.  29), 

X  =  —  ."» . 

On  trouve  en  effet 

29  =  5'-+  ■>■-. 

La  première  des  formules  (73)  fournit  précisément  le  beau  théorème 

énonce  par  M.  (iauss.  et  relatif';!  la  resolution   de  l'équation  (71)  en 

nombres  entiers. 

Il  est  bon  d'observer  que.  dans  le  cas  où  l'on  suppose,  comme  on 

vient  de  le  l'aire, 

P  =  4wh-i, 
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l'équation  connue 

1.2. 3. ..(/?  —  i)=  —  i         (mod./v) 
donne 

(1.3.3...  2C3)-=  —  I  . 

Donc  alors  on  vérifie  la  formule 

ô2^-4, 
en  prenant 

Ô  =  2(l.2.3..  .2TH), 

et  la  seconde  des  formules  (72)  peut  être  réduite  à 

[ .2.3. . .2OT  „ 

J  2 

Ainsi,  par  exemple,  on  trouvera,  pour/>  —  5, 

r  =  — 11,,,  =  — 2        (mod.5), 

par  conséquent 

y—  —  2ï 
pour/?  =  i3, 

y  =  —  3.4.5.  ..6n,.I  =  4ni,1  =  8o  =  2         (mod.i3), 

Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  a  n  —  8, 

(0  =  p  +  p3—  p5—  p7. 

Dans  ce  cas,  on  ne  peut  plus  se  servir  ni  de  la  formule  (61),  ni  de  la 
formule  (66).  Mais  les  équations  (7)  donnent 

I  =  0,03=R1.304,         J  =  (-)507=R5704, 

et  les  coefficients  de  0.,  dans  ces  formules,  savoir  : 

Rlv,,    R5,7, 

représentent  des  fonctions  symétriques  des  racines  primitives 

p.     p3         ou         p5,     p7. 
Par  suite,  la  somme 

R,,3+R5.7 


non:  mil 


'.17 


ci  la  différence 
seront  de  la  forme 


R,.3-Rs., 


Ri,î  +  Rs,7=  *.,  II,,-  K,:— IÎCD, 

A.  H  désignant  «les  quantités  entières  ;  et,  comme  on  aura  d'autre  part 
on  trouvera  définitivemenl 


'M>  =  V2—  B*®*; 
puis,  en  ayant  égard  à  la  formule 

û>2  =  —  8, 

on  en  conclura 

4/>  =  A*+8Bs. 

!)ans  celle  dernière  équation,  A  sera  nécessairement  pair,  et  en  posant 

A  —    •  x,         |{  =  /, 

on  la  verra  se  réduire  a 

(73)  p  =  x*  +  3y*. 

Ajoutons  que,  si  l'on  remplace  p  par  r  dans  les  deux  formules 

Rl,3-H  15,.:        '■'•  B.I.3-  Rs,-       /&, 

on  devra  y  remplacer  ô  par  o  :  et  comme  alors  K,  :1  se  trouvera  remplace 

par  zéro,  el    li    -  par 

-M, 
on  aura  définit  ivenienl 

\x  =  —  yà  =  —  n,.,. 

Donc,  en  ayant  égard  a  la  formule 

8        (iu«.(l./>  i, 


de  la(|iudle  on  tire 


i  o 


ô~~  s         (mod./?), 


CEiwres  </<■  C.  -  S.  I,  t.  III. 


J3 
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on  trouvera 

(74)  x  =  —  ^n,,„        y=— in,,3â        (mod./>), 


la  valeur  de  II,  3  étant  donnée  par  l'équation 


3 ...  4  ni  (  3  m  4-  i  ) .  .  .  4  m 


(i  .2.  .  .5T)  (i  .2 3  El) 

et  la  valeur  de  m  étant 


m 


p  —  \ 


Quant  à  la  valeur  de  S,  elle  sera 

ô  es  /•  h-  r3  —  r'  —  r"  (  mod.  p) 

r  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

,rs  =  i  (mod.  p) 

en  sorte  qu'on  pourra  prendre 

/•  se  /CT        (mod.  p), 

t  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

.j^-i _  ,         (mod. p). 

Les  formules  (7'i)  suffiront  à  la  détermination  complète  des  valeurs 

de  v,  y  qui  vérifieront  l'équation  (73),  attendu  que  ces  valeurs  devront' 

1 
être,  l'une  et  l'autre,  inférieures,  abstraction  faite  des  signes,  à  p1,  et  à 

plus  forte  raison  à  -p.  On  pourra  même  se  borner  à  déterminer  la  valeur 

de  x,    ii   l'aide   de    la  première  des  formules  (74)-  On  trouvera,  par 
exemple,  pour  p  =  17, 

_     Q 

51  =2,  II,    j=  ^—  =  28, 

I  .  2 

x  = — 14  =  3        (mod.  17), 
ar=3. 


Ou  aura  effectivement 


1  - 


1 .  x  - . 


NOTE  Mil.  H9 

On  trouvera  pareillement,  pour p  =  4i. 

ii  16. 17. 18. iq.«o        .         „  .   .  , 

m  --.  .1.         Ui,s  = — .,    ,  '. =  i.>.  17..1 .  19  == —  t>         1  mou. 40. 

x  = —  3        (mort.  41  l, 
a;  =  -3. 

On  a  effectivement 

4i  =  3s+2.4s, 


La  première  des  formules  (  7I)  fournil  un  théorème  donné  par 
M.  Jacobi,  en  1 8  )8 ,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie 
de  Berlin. 

Revenons  maintenant  au  cas  général  où  n  désigne  un  entier  qui 
vérifie  la  condition 

C02  =  —   H. 

sans  toutefois  se  réduire  à  l'un  des  trois  nombres 


Alors  les  valeurs  entière-  de  e,  y,  propres  à  résoudre  l'équation 

\pV-=  x2  -+-  ny%, 
vérifieront  la  formule  (62)  ;  et,  comme  on  aura  d'ailleurs 

<5*  =  — n         (mort./?), 

par  conséquent 

-  = (mort./-  i, 

0  // 

on  trouvera 

(-5)  '     -  4,  y=  -  4  (mort.p). 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  d'observer  que,  dans  la  formule 

\pV  —  x'1  -+-  n  y-, 

le   second  membre  devra   être    pair   tout  comme    le  premier,  et  qu'en 
Conséquence  les  deux  termes 

X*,      11 
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seront  tous  doux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Donc,  si  n  est  impair,  les 

deux  carres 

x\    y"- 

seront  en  même  temps  pairs  ou  impairs.  D'ailleurs,  si  le>  carrés  oc'1, y'1 
sont  tous  deux  impairs,  chacun,  divisé  par  8,  donnera  i  pour  reste,  et 
par  suite  la  formule 

,x-2-t-  ny'1  —  ^pV- 
(I  ou  uera 

i  -+-  n  =  i\i^  =  4        (mod.8), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(76)  «  =  3         (mort.  8). 

Donc,  si  n,  supposé  impair,  et  do  la  forme  4*-h3  afin  qu'on  ait 
ÛE)2  =  —  n,  ne  vérifie  pas  la  condition  (76),  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  si  l'on  a 

177)  ^  =  7         (mod.8), 

x'1,  y'1  seront  pairs  l'un  et  l'autre.  Alors,  en  écrivant  ix  au  lieu  de  x,  et 
iy  au  lieu  dey,  on  obtiendra,  au  lieu  de  l'équation  (29),  la  suivante 

(78)  pV-=œ*  +  ny\ 

à  laquelle  on  satisfera  par  des  valeurs  entières  de  x,  y,  qui  vérifieront 
les  conditions 

(-q)  oC=-4>  y  = — —  (mod.w). 

2   $  J  in  $ 

Enfin,  si  n  est  un  nombre  pair,  divisible  par  4  ou  par  8.  il  est  clair 

que,  dans  l'équation 

li/jV  —  ,r2-f-  ny2, 

x  lui-même  devra  être  pair.  Alors,  en  écrivant  ix  au  lieu  de  x,  on  verra 
colle  équation  se  réduire  à  la  suivante 

(80)  p^x'+^y*, 

el    l'on    pourra   satisfaire   à    celte   dernière    par  des   valeurs   entières 


NOTE  XIII. 

de  x,  y,  qui  vérifieront  les  conditions 


Vil 


(81) 


j:=-4,  y  =  -  -  (  iiio(I./>  i. 

2  .'  J        n  § 


Pour  montrer  quelques  applications  îles  formules  qui  précèdent, 
prenons  d'abord  pour  //  les  nombres  premiers  <|ui.  étant  de  la  forme 
4x-h'^,  et  supérieurs;»  >,  restent  inférieurs  à  i<><>.  Parmi  ces  nombres 
premiers,  les  uns.  savoir 

il,      19,     43,     5g,     <i;,     83, 

seront  de  la  forme  8x  -t-  5,  les  autres,  savoir 

7,     23,     3i,     i;.     71,     79, 

seront  de  la  forme  8x-f-  7  ;  et  pour  chacun  d'eux,  on  obtiendra  facile- 
ment  les  valeurs  des  résidus  quadratiques 

//,    h',    h",    ... 

eu   cherchant,   dans   le>   Tables   construites  par    .M.   Jacobi,   ceux  des 

nombres 

1,     2,     3,     n  —  1, 

qui  offrent  des  indices  pairs  suivant  le  module  n.  Ainsi,  par  exemple. 
Comme,  pour  n  =  7,  les  indices  <\c>  nombre-- 

1,     2,     3,     \,     .'),     6 

sont  dans  ces  mêmes  Tables 

o,     2,      1,     4>     5,     3 
on  trouvera,  pour  n  =  7, 

//       1 ,         //=  2,  A"  —  4. 

(0  =  p  -t-  p»         p  '  p3  —  p5  —  p6. 

I£n  opérant  de  la  même  manière  pour  les  diverses  valeurs  de  //.  on 
reconnaîtra  que  les  quantités  A,  h',  //"....  inférieures  ou  supérieures 

a  -  >  le  nombre  1  ou  /  des  unes  ou  des  autres,  el  la  différence  1     j  sont 
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respectivement,  pour 


«  =  23 

/?  =  3i 
n  =  43 


«  =  47 


n  =  j() 
«=6; 
«  =  ~i 

«  =  79 
«=83 


1,2 

4 

i,  3,  4)  5 

9 

i.  |.  5,6,  7,9 

m.  16,  17 

i,  2,  3.  4,  6,  8,9 

ta,  i3.  16,  18 


iJ 

\  * 

\J 

i 

J 


I,  2,  4,  0,  ~.  8,  9.    IO,   14, 

16,  18,  19,  20,  2.5,  28 

i .  i.  6,  9,  10,  11,  i3,  14,  '5,  16,  17,  2 1 , 

?.3,  24,  25,  3 1 .  35,  36,  38.  4o,  4  '  (  ./ 

I.  2,  3.  ',.  (i,  7.  S.  9,  l2,  1 4,  16,  17,  18,  21, 

24,  25,  27,  28,  32,  34,  36,  37,  42  I  j 

1 ,.},.(.  j,  7,  9,  12,  i5,  16,  17,  19,  20,  21,  22,  25,  26,  27,  28,  29, 

35,36,  ii,  45,  16,  \8,  i9,5i,  53,  57  [j 

1,  4t  6,  9,  10,  i4,  i5,  16,  17,  19,  21,  22,  23,  24,  25,  26,  29,  33, 

35,  36,  37,  3g,  40,  17-  i9,  54,  55,  56,  5g,  60,  62,  64,  65  (  j 
1 ,  2,  3.  4.  5.  6,  8,9,  10,  12,  i5,  18,  19,  20,  24,  25,  26,  27,  29,  3o,  32, 

36,  37,  38,  4o,  43,  45,  48,  49»  5o,  54,  57,  58,  60,  64  (  j 
1.  2,  4j  •>•  8,  9,  10,  11,  i3,  16,  18,  19,  20,  21,  22,  23,  25,  26,  3i,  32,  36,  38, 
4o,  42,  44,  45,  46,  49»  5o>  5l>  5'2,  55,  62,  64,  65,  67,  72,  74,  76  /  j 
1 ,  3,  4,7,9-  IO>  ' l  »  ' 2>  '6,  17,  21,  23,  25,  26,  27,  28,  29,  3o,  3i ,  33,  36,  37,  38,  4o,  41 ,  (  i 
44,  48,  4g,  5i,  59,  61,  63,  64,  65,  68,  69,  70,  75,  77,  78,  81  j  / 

Donc  les  valeurs  de 

qui  permettront  toujours  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

seront  respectivement  : 

Pour         «  =  7,     23,     3i,     47,     71'     79> 
fx  =  r,       3.       3.       5,       7,       5; 


6     1    .      . 
3     j   '"I 

?  !  -j- 

(— A 
'  À 
'     À 


12  / 

9     < 

:.4     j 

9     i 

:'9    | 
:  IO    i 


■  8  1.     1 

,5  I 


21 

22    | 

'7  i 

:25 
:l6 


«— ./: 

î  «— ; J 


el  les  valeurs  de 


_  '— ./ 


qui  permettront  toujours  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

4/-?^  =  .r2-(-  «r-, 


NOTE  Mil.  n»:î 

seront  respectivement  : 

Pour         n  =  u,      ig,      40,     ôg,     67,     83, 
fi  =    1 ,       1 ,       1 ,       3 ,       1 ,       3 . 

De  plus,  on  aura,  pour  n  =  7, 

(■)  (•)  1  •>   <-) 

I  =  0 ,  t"),  W .  =  /,  -£i  ,  .1  =  ©3  ©5  ("),  =  p  2p  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I  =/»Ri,»  =  /»,5 — '  J  =  />!{„.,. 

/=2.  g—l,  ./  —  A'=-l  =  — p-  =  f*, 

F  =  i,        G=R6,S; 
et  par  suite,  on  pourra  prendre 

Donc,  en  vertu  des  formules  (79),  on  pourra  satisfaire  à  l'équation 

(82)  p  =  a*+7y*, 

par  des  valeurs  entières  de  x,  y,  (jui  vérifieront  les  conditions 

(83)  x  = II,  .,.        y  = tII,  2        (mod./j). 

2  T  4 

la  valeur  de  II, ,a  étant  donnée  par  la  formule 

r  .2.3. .  .3hj  {1rs  -+- 1  ). .  .  3ra 


II 


(  1 . 2 .  . . nr)  (  1 . 2 . . . 2oj)  1  .•>....  57 


dans  laquelle  on  aura 

/' 


57 


et  la  valeur  de  0  par  la  formule 

/■  ■+■  r- -+-  r'' — f3        f'        /''. 

dans  laquelle  r  sera  une  racine  primitive  de  l'équation 

/  "      1        (  mod.  /<  1, 
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en  sorte  qu'on  pourra  supposer 

/étant  une  racine  de  p,  c'est-à-dire  une  racine  primitive  de  l'équiva- 
lence 

xp-\  _  ,        ^  mod.  p). 

On  trouvera,  par  exemple,  ponr/j=  29, 

,       r.                       1  . 2  .  3  ...  1 2                   q .  1  o .  1  1  .  1 2 
nr  =  4,     1112=- —  =  : — — =0.5.11  =  2     (mod.  29), 

x= — 1         (mod. 29), 
x  —  —  i . 
On  a  en  effet 

29  =z  I  -+-  7.  22. 

Au  reste,  la  quantité  2,  qui,  dans  cet  exemple,  est  équivalente  à  11,  2, 
suivant  le  module  29,  se  trouve  immédiatement  fournie  par  le  tableau 
de  la  page  -><)(),  et  se  réduit,  comme  on  devait  s'y  attendre,  à  celle  que 
renferment  à  la  fois  les  deux  colonnes  horizontale  et  verticale  dont  les 
premières  cases  contiennent  les  deux  nombres 

HT  =  4,  2  HT  =  8. 

M.  Jacobi,  dans  son  Mémoire  de  1827,  avait  déjà  indiqué  les  for- 
mules (83)  comme  pouvant  servir  à  la  résolution  de  l'équation  (82). 
Pour  arriver  a  ces  formules  et  à  d'autres  semblables,  il  avait  suivi  nue 
marche  analogue  à  celle  par  laquelle  -M.  Gauss  lui-même  a  établi  la 
première  des  formules  (721,  et  il  avait  eu  recours,  nous  a-t-il  dit,  à 
des  considérations  qui  ne  diffèrent  pas  de  celles  que  j'ai  exposées  dans 
le  Bulletin  des  Sciences  de  1829,  c'est-à-dire  à  la  considération  des 
fonctions  ci-dessus  désignées  par  (-)/(,  0,,,  0,,  .... 

Si,  au  lieu  de  supposer  n  =  7,  on  prend  successivement  pour  //  les 

nombres  premiers 

11,    19,    43,    6-, 

pour  lesquels  on  a  aussi  u,  =  1 ,  il  suffira  de  recourir  aux  formules (75), 
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ou  du  moins  ii  la  seconde  d'entre  elles,  pour  déterminer  complètement 
les  valeurs  de  ce,  y  propres  à  vérifier  l'équation 

'|  //    —  Xt  +  n  Y1. 

D'ailleurs,  on  trouvera,  pour  n  =  i  i . 

J— : '»1. 3,1.3,0    — "1,3    1*1-4-3,4    »M  +  3+l.5    t»l  +  :i  •  .  !    ..'i- 

1  — •>  10. 8. T. G, 2  — r>  10,8  '<  10-1-8.7  "^0-1-8-1-7,6  "  10  1-8  +  7  +  1'..  ■•  ! 

par  conséquent 

Ri.. 


1  =pRu,  Rt>iRM  =  /> 

Jz=/>R108R7i7K3i6  =  /> 


H,o,H,; 
R|0,sR7.7 


R. 


/=3,  A'   =  2,         f—g  =  l=     -^-        U. 

F  =  l»8,s>  ti  =:  l{|ll8R7i7, 

et  l'on  pourra  prendre 

-n,%6)      g=n,,,ii»,t. 

Donc,  en   vertu  des  formules  (75),  lorsque  />  divise  par   n    donnera 
pour  reste  l'unité,  on  pourra  satisfaire  à  l'équation 

par  des  valeurs  de  a?,^  propres  à  vérifier  les  conditions 
(8d)  x  = jj — ,        7=___ — , 

II», 6  I  I  ll-2.il 

les  valeurs  de  II,  :1,  II*  ,,  II,  c  étant  données  par  les  formules 

(3nr+  i). .  .£ro  ,.  (4nr+ i). .  .8cj  „  (ôro-t-n    ..8gj 

Il  ,    ,  .—  5  II-,   -,         ; "I  ",  c  —   ' 

I  .  2  .  .  .  GJ  I  .  '2  ...  I  M        ■  I  .  2  .  .  .  2CJ 

dans  lesquelles  on  aura 

W  rrr  . 


OF.uvret  de  C.  —  S.  I,  t.  III.  ■"»  i 


i2G  MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE   DES   NOMBRES. 

Si,  par  exemple,  on  suppose p  =  23,  on  trouvera 

T¥         7.8       „         o .  1  o .  1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 G       „  1 3 . 1 A  •  1 5 . 1 6 

nr  —  2,    n    =^-,     n,tJ,—  ^ ,       — - — ,    n,.6  = rr-' 

1.2  1.2.3.4.5.0.7.8  1.2.3.4 

n,,3=28  =  5,      n.  v  =  9. 10. 1 1 .  13  = — 10,      n.2i6  =  13. 14. 10=  3, 

(mod.23). 

5°           27  ,       j     ox 

x  = ô- — f  = — 9         (mod.23). 

Le  carré  de  x2  devant  d'ailleurs  être  inférieur  à  \.i5  =  92,  on  ne  peut 

supposer  que 

x=—  9. 

On  pourrait  opérer  de  la  même  manière  pour  les  trois  valeurs  de  n 

représentées  par 

19,    43,    67. 

Mais  il  est  bon  d'observer  que  chacune  d'elles,  divisée  par  3,  donne 
1  pour  reste.  Or,  quand  cette  condition  est  remplie,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  quand,  n  étant  premier,  n  —  1  est  divisible  par  3,  on  peut 
ajouter,  trois  à  trois,  les  nombres  renfermés  dans  chacun  des  groupes 

//,     h',     A",      ...         et         /.',     k\     /.",      ..., 

de  manière  à  obtenir  des  sommes  divisibles  par/?.  En  effet,  soit  s  une 
racine  primitive  de  l'équivalence 

x,i-\  _  j         (mod.  //  ). 
Les  nombres  renfermés  dans  le  groupe 

seront  équivalents,  suivant  le  module  n,  aux  divers  termes  de  la  pro- 
gression géométrique 

I  ,        .s',        s'.         .  .  .  ,       S"~3, 

et  les  nombres  l'enfermés  dans  le  groupe 

/„     /.■',     k",     .  . . 
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aux  divers  termes  de  la  progression  géométrique 

s.        S3 V"     '. 

Comme  on  trouvera  d'ailleurs,  en  supposant  //  —  i  divisible  par  3, 

n  —  i      .,  «  —  i       .«— i 
i  -+-  s   '   —.v     3    =  -77—; =0        (mod.n), 

s  ■'    —  I 

il  e>l  clair  que,  dans  cette  hypothèse,  on  aura 

h  ■+-  h'  +  h" '==  o         (mod.//). 
si  l'on  prend 

n  -  I                                             n  -  1 
+  "'  .  „  2 h  »/ 

h  =  s'".  h'=^s   3  ,  /i"=:.V      3 

wi  étant  un  nombre  pair,  et 

/.•4-/.'+/."=o        (mod.n), 


si  l'on  prend 


«  —  1 


k  =  sm,         k'=s  ;i         ,         k"=s 


m  étant  un  nombre  impair.  Par  suite,  chacune  des  fonctions  représen- 
tées précédemment  par  I,  J  pourra  être  censée  résulter  de  la  multipli- 
cation de  divers  produits  de  la  forme 

0,  «,■»,-, 
dans  chacun  desquels  on  aura 

/-t-  /'+  /"=o        (mod.  /*  ). 

Or,  on  trouvera  sous  celle  condition 

©,(■),(■),        (•),(■),<•)    ,    ,       p^-        /yR,,,, 

/,  /'  pouvant  être  deux  quelconques  des  trois  nombres 

/.     /'.     I". 
par  exemple  les  deux  plus  petits,  lorsqu'on  aura 

i  +  e+r  =  n, 
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et  les  deux  plus  grands  lorsqu'on  aura 

/_!_/'+/";  2  „  . 

Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  chacune  des  fonctions 

1,     ) 

pourra  être  censée  résulter  de  la  multiplication  de  ——  facteurs  de  la 
forme 

ce  qui  permettra  de  calculer  facilement  les  valeurs  de  §,  (j. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  «  =  19.  Alors,  si  l'on 
prend  s  =  10,  les  nombres  qui,  étant  inférieurs  à  19,  seront  équiva- 
lents, suivant  le  module  19,  aux  quantités 

I   ■  <5  ^  *'      1  )  î  1 

S6,        S',       s\        s\        s10,      s11, 

c12  (.13  ..11  ..13  CI6  CI7 

*      1        A      1        *      1        "      î        •'      '        ''      ) 

c'est-à-dire  les  nombres  correspondant  aux  indices 

o,       1,       2,       3,       4)       5, 
6,       7,       8        9,       10,     11, 
12,      10,      14.      i5,      16,      17. 

seront  respectivement  ceux  qui  se  trouveront  contenus  dans  les  trois 
premières  lignes  horizontales  du  tableau 

/     1,     10,       5,     12,       6,       3. 
\   11,      i5,     17,      18,       9,      i.|. 

{m)  \  2i  A:  A  -'   A  — 

\   19,     38,     38.     38,      19,      19; 

les  trois  nombres  renfermés  dans  une  même  colonne  verticale  pouvant 

être  censés  représenter  trois  valeurs  correspondantes  de  /,  /',  /",  dont 

la  somme 

1  +  1'.+  /". 

toujours  égale  soit  à  a—  19,  soit  à  1/1  =  '"58,  se  trouve  placée  au-dessous 
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de  ces  I rois   nombres,  dans   la   quatrième   ligne  horizontale.   Donc, 
n  étant  égal  à  19,  I  pourra  cire  censé  résulter  de  la  multiplication  des 

trois  produits 

8|6lte7  =  fRl|T,         0,0,70,, ^/'R,,.,;.         H„H,a      /-!!.„, 
et  J  de  la  multiplication  des  trois  produits 

0,o0,;10,i     -/>K13,.,-  0a0,808^/>K1-..18,       0:S0,;0,        /'«•:. 3, 

et  l'on  aura 

I        />SR,.:     R,6,i7R*,6  =  ^5 


Rii.t: 


I  »  1  ■_• ,  1  s  I  «  1  :i .  1  :; 

J    —  />*«  ,3,,-,  K|  2.18  «î.l    — />    fi ' 

«16,17 

/=5,  A' "  = -  ')•  f—  g  =  l  =  — y-  =P, 

F=R16,,7,        G  =  R12,18R13,I5) 
en  sorte  qu'on  pourra  prendre 

*=— nIfll      g  =  n,,7nM. 

Donc,  en  vertu  des  formules  (75).  lorsque  p,  divise  par  19,  donnera 
pour  reste  l'unité,  on  pourra  satisfaire  à  l'équation 

(87)  4/»  =  ar,+  i9/f, 

par  des  valeurs  entières  de  oc, y,  qui  vérifieront  les  conditions 

,8«ï  n,,Rlf,  o  n,Tn,„ 

(88)  /•  j,        .        •>'"_T^_ïïr_  («iod.-/»). 

On  peut  remarquer  qu'en  vertu  des  formules  (88)  la  quantité  x  est 
équivalente,  au  signe  près,  suivant  le  module/?,  au  rapport 

H,    II. 


it  ,    ' 

dont  le  numérateur  et   le  dénominateur  onl  pour  facteurs  les  trois 

valeurs  de 

Jl/./. 

correspondant    aux   trois  colonnes   verticales  du    tableau   (86)    qui 
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offrent  des  valeurs  de  /,  /',  l"  dont  Ja  somme  est  n  =  19  ;  chaque  valeur 
de 

II/,/-, 

devant  rire  considérée  comme  facteur  du  numérateur  ou  du  dénomi- 
nateur, suivant  qu'elle  correspond  à  une  colonne  verticale  de  raiis 
impair,  ou  de  rang  pair.  Or,  il  est  facile  de  prouver  que  cela  devait 
arriver  ainsi.  En  effet,  soient  /,  /',  /"trois  nombres  renfermés  dans  l'une 
des  colonnes  verticales,  au  bas  desquelles  se  trouve  placée  la  somme 
n  ==  19.  Si  la  colonne  dont  il  s'agit  est  de  rang  impair,  ces  trois  nombres 
correspondront  à  des  indices  pairs,  et  par  suite 

pu. 


>/./': 


n 


«-/,«—/' 


sera  l'un  des  facteurs  de  I.  Si,  au  contraire,  la  colonne  dont  il  s'agit  est 
de  rang  pair,  une  autre  colonne  de  rang  impair,  mais  au  bas  de  laquelle 
on  lira  la  somme  m  =  38,  renfermera  les  trois  nombres 

n  —  /,     n  —  /',      n  —  l" , 

et  par  suite 

/>Rn_/,B-/' 

sera  l'un  des  facteurs  de  I.  Donc,  dans  le  premier  cas,  Rn-i,n-t  sera  un 
facteur  de  G,  et  -  UlX  un  facteur  de  ç.  tandis  que,  dans  le  second  cas, 
K-i,n-i'  sera  un  facteur  de  F,  et  -  Uu  un  facteur  de  §.  On  peut  ajouter 
qu'à  toute  colonne  de  rang  impair,  terminée  par  la  somme  in  =  38, 
correspondra  une  colonne  de  rang  pair,  terminée  par  la  somme  n=  19. 
Donc,  pour  obtenir  tous  les  facteurs  de  §  et  de  g,  il  suffira  de  consi- 
dérer les  colonnes  terminées  par  la  somme  n  =  19;  et  chacune  de  ces 
colonnes  fournira  un  facteur  de  la  forme 

-H/,/ 


soit  au  numérateur,  soitau  dénominateur  du  rapport  Si  suivant  qu'elle 
sera  de  rang  impair  ou  de  rang  pair. 

La  remarque  que  nous  venons  de  faire  donne  le  moyen  d'appliquer 
facilement   les    formules    (75)  aux   cas  où  n   se  réduit  à  l'un   des 
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nombres  J3,  67;  et  d'abord,  si  l'on  suppose  ra  =  43,  5  =  28,  alors, 
on  vertu  des  tables  construites  par  M.  Jacobi,  les  nombres  inférieurs 
à  n  —  1  el  équivalents  aux  quantités 

I,      S,      s- s"~\ 

c'est-à-dire  les  nombres  correspondant  aux  indices 

o.  1,  2.  3,  4»  5,  6,  7,  8,  9.  10.  n,  12,  i3, 
i4,  (5,  16,  17.  18,  19,  20,  21,  22,  23,  24,  25,  26,  27. 
28,     29.     3o,     3i,     32.     33,     34,     35,     36,     37.     38,     39,     4°-     4'- 

seront  ceux  que  renferment  les  trois  premières  lignes  horizontales  du 

tableau 

1,      28,      10.      22,      14,       5,      11,       7,     24,      27.      25,      12,     35,     34, 

6,     3g,      17,       3,     4'-     3o,      >3.     4  >•      '5,     33,     21,     29,     38,     32, 

(89)    <j  36,     19,     i<>,     18,     3i,       8,       9,     37,       4-     26,     4o,       2,     i3.     20, 

43.     86,     43.     43,     Sli.     4.;.     43,     86,     43,     86,     86.     43,     86,     86, 

les  trois  nombres  renfermés  dans  une  même  colonne  verticale  pouvant 
être  censés  représenter  trois  valeurs  correspondantes  de 

dont  la  somme  n  —  43,  ou  in  8(i  se  trouve  placée,  clans  la  quatrième 
ligne  horizontale,  au-dessous  de  ces  trois  nombres.  Gela  posé,  les 
valeurs  de 

n,.,. 

correspondant  à  dos  colonnes  terminées  inférieuremenl  par  la 
somme  43,  seront 

"l.ro       Hio.tr,->       "3. 18-       "3. 8-       H'j.ii'       ";. ii-       II-.». rit 

et  parmi  ces  valeurs,  quatre,  savoir 

nM,   n,,,.,,.,.    ii,., ,.   h...,,. 

correspondront  à  la  première,  à  la  troisième,  à  la  septième,  à  la  neu- 
vième colonne  verticale,  c'est-à-dire  ii  dos  colonnes  verticales  de  rang 
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impair,  tandis  que  1rs  trois  autres,  savoir 

Ri, 18-         "$.»•         Al  2 . 1  2 . 

correspondront  à  la  quatrième,  à  la  sixième,  à  la  douzième  colonne 
verticale,  c'est-à-dire  à  des  colonnes  verticales  de  rang  pair.  Donc,  en 
vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  si  le  nombre  premier/;,  divisé 
par  43,  donne  pour  reste  l'unité,  on  pourra  satisfaire  à  l'équation 

(9o)  4p  =  ^2  +  43j2 

par  des  valeurs  entières  de  ce,  y  qui  vérifieront  les  conditions 

(  Ri  ,6  R] O.l 6  "i.  11  Ht.  15 

R3.I8  R8,8^2,12  ,  ,  . 

(qO  '  (mod.p). 

(9)  j  s  n,,ji1,,,cn9,11nt,15  f> 

\  J  7"    43     ii3  18ii3,8n212 

Supposons,   en   second   lieu,   n  =  G7,  s  =  n.   Alors,    au    lieu   du 
tableau  (89),  on  obtiendra  le  suivant 

1,   12,   10,  53,  33.  61,  62,     7,   17,     3,  36,  3o,     2.5,  32,  49,  52,  21,  5i,  9,  4i,  23, 

29,    i3,  22.  63.    19,  27,  56,     2,  24,  20,  39,  66,     55,  57,  i4,  34,  6,  5,  60,  5o,  64, 

92)^37,42,35,  18,  i5,  46,  16,08,26,44,  59,  38,    54,  45,  4.  48,  4o,  11,  65,  43,  4;,  I 

67,  ^.  67,  ^34,  67,  i34,  i34,  67,  67,  67,  i34,  i34,  i34,  i34,  67,  i34,  67,  67,  .34,  .3',,  1  .■;;. 

Or,  les  valeurs  de  II//  correspondant  aux  colonnes  verticales  qui, 
dans  ce  tableau,  se  trouvent  terminées  inférieureinent  par  la  somme 
n  =  67,  sont  respectivement,  pour  les  colonnes  de  rang  impair. 

Ri, 291         R|0,a2l         R-15,191         "l7, 2(1  H'.^i,         Ho. 21- 

et  pour  les  colonnes  de  rang  pair 

Rlî.lSl         R2,7,         R.1,201         "5,11)         Rs,28- 

Donc,  si  le  nombre  premier/),  divisé  par  67,  donne  pour  reste  l'unité, 
on  pourra  satisfaire  à  l'équation 


(93)  4/>  =  *s+67.r« 
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par  des  valeurs  entières  de  x, y  qui  vérifieront  les  conditions 

i  n,,Mn,0.„n,s,,!)]ii:,„iit,uii6,;,, 

n.ï,1ïns,,n3.î0n5,11n8,18 

(9-t  )  un       n       n       h      m  (mod./>). 


67  II12.,3lI2.7  I1:J   2<1II5ll  1I818 

Si  maintenant  on  prend  pour  n,  non  [tins  un  nombre  premier,  mais 
lin  nombre  composé,  pour  lequel  on  ait 

on  trouvera,  au-dessous  de  la  limite  100,  trois  nombres  de  la  forme 
8x  -h  3,  auxquels  les  formules  (70)  seront  applicables,  savoir  les  trois 

nombres 

35  =  5.7.         5i  =  3.i7,         9,==7-'3> 

et  cinq  nombres  de  la  forme  8x-+-  7,  auxquels  les  formules  (79  )  seront 
applicables,  savoir 

i5  =  3.5,         39  =  3.i3.         55  =  5.n,         87  =  3.19,         g5  =  5.iQ. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  //  =  i5  =-•  >.j,  on  trouvera 
ÛB  =  p  -+-  p*  ■+-  p*  -+-  p8  —  y  —  pi"  _  p13  —  p", 
1  =  0,  02  0V  08  =  — R,,2    R1+,,v     R,+î+M     =  /;R,,2    lU,,, 

•'    =  0|,  01(0110;=   —   HUil3RU^13,,,  Kn-M3-Mt, 7  -=:/>Rn,l.(Rl_>. ll- 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 


l  —  p3ô n '        J=/>Ru,IJRii,n; 

1*14,18  '«12.ll 


par  conséquent 


r  -  1,       g  =  Rii.uR.î.iii 
en  sorte  qu'on  pourra  prendre 

$     1.       (,=.11,  ,11,.. 

Donc,  si  le  nombre  premier/?,  divisé  par  r5,  donne  1   pour  reste,  on 

OEuvrei  </<•  C.  —  S.  I,  t.  III.  5.) 
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pourra  satisfaire  à  l'équation 

par  des  valeurs  entières  de  x,  y,  qui  vérifieront  les  conditions 

(96)  x  =      -II,  ,II3;.         v  =  — t^-II,  ,n3  .         (mod./>)- 

2  00 

Or,  comme  en  vertu  de  l'équation  (9"))  les  valeurs  numériques  de  x, y 
seront  inférieures  hp,  il  est  clair  que  les  formules  (96),  ou  au  moins 
la  seconde  de  ces  formules,  fourniront  le  moyen  de  déterminer  com- 
plètement les  valeurs  de  x,  y. 

Supposons,  par  exemple,/?  =  3i  :  on  aura 

n  5.6  9 . 1 o . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 

ra  =  2'        «,,,=  — =3.5,        11,,,=  »    ,.,.3.4.5.6       :  =  3-7-"-18 


el 


,-H »-13 ,.14 


0  =  /•-+-  /-H-  /••  -4-  /'" —  /"  —  r'1 —  /•'■' —  /•'*, 

r  étant  une  racine  primitive  de  l'équivalence 

jcls=i         (mod.3i). 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/  étant  racine  primitive  de  3i.  Cela  posé,  les  tables  de  M.  Jacobi  don- 
neront 

<5  =  io  +  7  4-  18  -f- 1,4  —  20  —  19  —  9  —  28=  —  4        (mod.  3i), 
et  l'on  tirera  des  formules  (96) 

33.35.39          2.4.8  „  „        .       ,  „  . 

x  =  — 2== H —  =  -1,         v  =  —  2$x  =  —  8         (mod.3i  . 

2  2" 

Donc,  puisque  la  valeur  numérique  de  y  devra  être  inférieure  à  yu  et 

P 
même  :i       -,  on  aura 

v/i5 

y=  —  8. 

On  trouvera  effectivemenl 

3i*  =  1- -h  i.j.8'. 
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Si  n  rosse  d'être  impair,  alors  pour  vérifier  la  condition 

<B2  =  —  «, 

il  devra  être  de  l'une  des  formes 

4(4x-hi),    8(2x4-1), 

les  facteurs  impairs  étant  inégaux.  On  pourra,  par  exemple,  prendre 
pour  -r  un  des  nombres 

I 

5,      i3,      17,     ai,     59,     33,     3;,     4i,      

ou  pour  -  un  des  nombres 

3,     5,     7,     11,     i3,     i5,     17,     19,     ai,     ..., 

c'est-à-dire  qu'on  pourra   prendre  pour  n  un  ternie  quelconque  de 
l'une  des  deux  suites 

20,    02,    68,     84,     n 6,     i32,     1 4 8,     164,     .... 
24,     4<>>     56,     88,     io4,     120,     i36,     i.V.».     ..   . 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  attribue  successivement  à  -  les  valeurs 

4 
représentées  par  les  nombres  premiers 

5,     i3.     17,     29,     37,    4 1 

on  pourra  déterminer  facilement  les  valeurs  des  nombres 

A,    h\     h" 

par  conséquent  celles  des  trois  quantités 

'—  j 

'•       ./•       f*=  -7-' 

à  l'aide  des  principes  établis  à  la  page  3oo;  et  l'on  trouvera  successi- 
ment,  pour  valeurs  de  i,  les  nombres 

i.     8.     12,     20,     20,     28. 
pour  valeurs  de  /,  les  nombres 

o,    4,    4,    s-     16,     1» 
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et  pour  valeurs  de  u.,  les  nombres 

2,        2,       ^,       6,        1,       8 

D'ailleurs,  en  verdi  des  formules  (81  ),  on  aura  : 

Pour  T  —  5,  n  =  20, 

A 

x  =  —  -  ni9n3,-  =  d=     IT?  9.         J=—  #         (mod./o); 

Pour  T  —  i3,  n  =  j'2, 

4 

a-  = ±: : n — ±_   — n '  T=-nx        (modo), 

2  ïla.sa  U.V21  A         II.,, 23        /  J  2b  r' 

etc.... 

En  terminant  cette  Note,  nous  ferons  observer  que  si  l'on  veut  obtenir 
directement,  dans  tous  les  cas,  non  plus  seulement  des  quantités  équi- 
valentes aux  quantités  entières  x,  y,  qui  vérifient  l'équation 

mais  les  valeurs  mêmes  de  x  et  de  y,  il  suffira  de  recourir  aux  équa- 
tions (35),  desquelles   on    tirera,    eu    égard  aux    formules   X  =  g, 

(02  —  —  //, 

F  (' 

x  +  y  (S>  =  2  i>J'~°  —  -,  j-  —  )(0  =  2  —  , 

et  par  conséquent 

(97)  œ=-+pJ^-r  /==  _(__/,/-,_ 

Ces  dernières  valeurs  de  j  pourront  toujours  être  calculées  ainsi  que 

les  facteurs  de  la  l'orme 

R,y, 

compris  dans  F  et  dans  G,  à  l'aide  des  principes  établis  dans  la  Note  V. 
On  pourra  d'ailleurs,  si  l'on  veut,  déduire  des  formules  (97)  les  valeurs 
exactes  de  x,  y,  en  remplaçant  dans  les  seconds  membres  le  signe  = 
pur  le  signe  =,  et  la  racine  primitive  de  l'équation 
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par  une  racine  primitive  r  de  l'équivalence 

.r"  =  i  (înod./j"') 

m  étant  un  nombre  entier  assez  considérable  pour  qu'il  ne  reste  aucune 
incertitude  sur  la  valeur  de  r  ou  dey.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on 
a  u.  =  i  ou  [x  =  2,  on  peut  déterminer  complètement  v,  en  supposant 
m=i.  D'ailleurs,  cette  dernière  supposition  réduit  les  équivalences, 
qui  doivent  remplacer  les  équations  (97),  aux  formules  (~j). 


NOTE  XIV. 

OBSERVATIONS  RELATIVES  AUX  FORMES  QUADRATIQUES  SOUS  LESQUELLES 
SE  PRESENTENT  CERTAINES  PUISSANCES  DES  NOMRRES  PREMIERS.  ET 
RÉDUCTION    DES    EXPOSANTS    DE    CES    PUISSANCES. 

Soient,  comme  dans  la  Note  précédente  : 

p  un  nombre  premier  impair  ; 

//  un  diviseur  de  p  —  1  ; 

//,  /•,  /,  . . .  les  entiers  inférieurs  à  n  mais  premiers  à  n  ; 

N  le  nombre  des  entiers  //,  /•,/....; 

p  l'une  des  racines  primitives  de  l'équation 

(  1  )  x"  =  1 . 

cl 

(  2  )  (0  —  Ok  -t-  p'1'   +-  Oh"  +  .  .  .  —  p*  —  p*'—  p''" 

une  somme  alternée  de  ces  racines,  les  entiers  //.  /•,  /.  .  .  .  étant  ainsi 
partagés  en  deux  groupes 

//.    h',    h".    ...        01       /..    /,'.    /." 

il  ml  le  premier  sera  censé  comprendre  l'unité.  Enfin  supposons  que. 

parmi  les  entiers 

/,.    /.-.    / 
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ceux  qui  sont  inférieurs  à     n  se  trouvent,  en  nombre  égal  à  i,  dans  le 

groupe  h,  h',  h", ...  et  en  nombre  égal  h  y,  dans  le  groupe  k,  k' ,  k",  . . . 
Pour  que  le  module  n  vérifie  la  condition 

(3)  (D2  —  —  n 

il  faudra  que  ce  module  soit  de  l'une  des  formes 
4x4-3,    4(4x4-0,    8(2x4-0 

et  qu'en  outre  les  facteurs  impairs  de  n  soient  inégaux.  Alors,  en  vertu 
du  théorème  établi  dans  la  Note  précédente,  on  pourra  toujours  satis- 
faire, par  des  valeurs  entières  de  x,  y,  à  l'équation 

(4)  4/^=^24-/*v2, 
dans  laquelle  on  devra  poser  généralement 

i—j  i  —  j 

[J.  =  l — /  OU  fi=  — ~  OU  p.  =  -, 

suivant  qu'on  aura 

n  =  7     (inod.8)         ou         n  =  3     (mod.8)         ou         «=o     (mod.4)- 

On  doit  toutefois  observer  qu'il  y  a  deux  exceptions  à  faire  à  cette 
règle,  et  qu'on  aura  :  i°  pour  n  —  3 

fjL  =  i — y'  =  i         au  lieu  de        /jl  =  - — -; 
2°  pour  n  —  4 

Ij. —- i  —  /  =  i         au  lieu  de        [x= -• 

Ajoutons  qu'on  pourra  réduire  l'équation  (4),  si  n  divisé  par  8 
donne  7  pour  reste,  à  la  formule 

(5)  pV--  ,r24-//y2, 

et,  si  //  csl  divisible  par  4  ou  par  8,  à  la  formule 

(6)  l>\>  a-*-+'ly\ 


NOTE   \l\.  '•:!«» 

Kn  calculant,  dans  la  Note  précédente,  les  valeurs  de  l'exposant  u. 
correspondant  à  des  valeurs  données  du  module  //,  nous  avons  tou- 
jours obtenu  des  valeurs  impaires  de  a,  quand  ri  était  un  nombre  pre- 
mier, et  des  valeurs  paires  de  u,  quand  n  était  un  nombre  composé, 
supérieur  à  4-  <>u  peut  affirmer  qu'il  en  sera  toujours  ainsi.  En  effet,  si 
nous  prenons  d'abord  pour  n  un  nombre  impair,  ce  nombre  sera  de  la 
l'orme  4x4-3,  et  l'exposant  p  représente  par  la  valeur  numérique  de  la 

différence 

i—jy 

ou  par  le  tiers  de  cette  valeur  numérique,  sera  pair  ou  impair  avec  (die. 

suivant  que  la  somme 

.       .       N 

sera  elle-même  paire  ou  impaire.  Comme  on  aura  d'ailleurs,  si  n  est 
un  nombre  premier, 

et,  si  n  est  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  impairs  v,  v',  .  . . , 

N  =  (v-i)(v'-i)...; 


il  est  clair  que  jj.  sera  impair  avec  — ■ — ,  si  n  est  un  nombre  premier 
de  la  forme  \  x  -+-  3,  et  pair  avec  le  rapport 

(v-i)(v'-i)... 
> 

si  n  est  un  nombre  composé  de  la  même  forme  4x  +   >.  Dans  l'un  et 
l'autre  cas,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  Note  IX, 

/;.      /,'.      h".      .  .  . 

seront  ceux  des  entiers  inférieurs  ;i  n  et  premiers  à  n,  qui  vérifieront 
la  condition 


=] 


Supposons  maintenant  qu'on  prenne  pour  //,  non  plus  un  nombre 
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impair  de  la  forme   1x  +  3,  mais  un  nombre  pair  divisible  par  4-  Ce 
nombre  devra  être  de  la  forme 

4vv'v".... 

v,  v',  v",  ...  étant  des  facteurs  premier  impairs,  inégaux  entre  eux,  et 
dont  le  produit  soit  de  la  forme  ^  +  i-  Alors  aussi  les  nombres 

h,     h',     h",     .  .  . 

seront  ceux  des  entiers  inférieurs  à  n,  et  premiers  à  n,  qui  vérifieront 
ou  les  deux  conditions 

—  |=i,        h  =  i        (mod.4), 


m 


ou  les  deux  conditions 

—  I        —  i,         A  =  — i         (mod-4). 


m 


On  peut  en  conclure  que,  dans  le  groupe 

h,    h',    h",     .... 

les  nombres  entiers  inférieurs  à  -  seront  deux  à  deux  de  la  forme 

2 

h,        ï-h. 

2 

Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  i  sera  pair,  et,  comme  l'équation 

N-=2(V—  I  )  (v' I  )  .  .  . 

entraînera  la  suivante 

l-\-  I  =.—  —  (v  —  i)  (v   —  I).  .  ., 
2 

on  peut  affirmer  encore  :  i"  que  i  -\-j  sera  pair  et  même  divisible  par  4  ; 
2°  que  y  sera  pair  avec  i  et  i  -hy  ;  3"  que  la  somme 

i  +  i 

•i       a 
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sera  paire  elle-même,  et  qu'on  pourra  en  dire  autant  de  la  différence 

2  2  2  ' 

Supposons  enfin  qu'on  prenne  pour  n  un  nombre  divisible  par  8. 
Ce  nombre  devra  être  de  la  forme 

8vv'v"..., 

v,  v',  v". . .  étant  des  facteurs  impairs  inégaux;  et  les  entiers 

h.     h\     h\     ... 

seront  :  i°  si  --  est  de  la  forme  jx  +  i,  ceux  qui  vérifieront  les  deux 
conditions 


m~- 


h  =  i         ou         3         (mod.  i), 


ou  les  deux  conditions 
h 


=  —  i .         Ii  =  5         ou         7         (  mod .  8  )  ; 


2°  si  ô  est  de  la  forme   'jx-t-3,  ceux  qui  vérifieront  les  deux  condi- 
tions 

r  /,   ~\ 

i .         h  =  i         ou         7         (mod.  8). 


m 


ou  les  deux  conditions 

=r — i.         h  =  3         ou         5         (mod. 8). 


[p] 


On  en  conclut  encore  que,  dans  le  groupe 

h,     h',     h".     . . . 


.    n 


les  nombres  inférieurs  à  -  seront,  deux  à  deux,  de  la  forme 

2 


//. A. 

2 


OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  III. 


'•'.:>     MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Donc  i  sera  pair,  et,  comme  on  aura 

N  =  4(v-i)(v'-i)..., 
ï+y  =  js  =a(v  — i)(v'— i)..., 

la  somme  /-h/  sera  non  seulement  paire,  mais  divisible  par  4-  Donc, 

par  suite, 

i       i 

i     et     -  +  - 

2  2 

seront  pairs,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  de  la  différence 

L  _  l  —  l~~i  —  , 

2  2  2  ' 

Ainsi,  en  résumé,  l'exposant  u.  sera,  dans  l'équation  (4),  (5)  ou  (6), 
un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair,  suivant  que  le  module  «^>4 
sera  un  nombre  premier  ou  un  nombre  composé.  D'ailleurs,  dans 
le  dernier  cas,  on  peut,  à  l'aide  d'une  méthode  souvent  employée  par 
les  géomètres,  réduire,  comme  on  va  le  voir,  la  valeur  numérique  de 
l'exposant  u.. 

Prenons  d'abord  pour  n  un  nombre  composé  de  la  forme  8x4-7. 
Alors  l'équation  (4)  pourra  être  remplacée  par  la  formule  (5),  dans 
laquelle  u.  sera  un  nombre  pair  ;  et,  comme  par  suite  p^  sera  un  carre 
impair,  c'est-à-dire  de  la  forme  8x-t-  1,  a?2  devra  être  un  carré  de  la 
même  forme,  et  y-  un  carré  pair.  Cela  posé,  les  deux  facteurs 

t  if: 

p1  —  x,         p-  -+-  x, 

dont  la  somme  sera  2// ,  et  le  produit/)1*  —  x2  =ny'\  auront  évidem- 
ment pour  plus  grand  commun  diviseur  le  nombre  i>;  et,  pour  satis- 
faire :i  l'équation  (5),  on  devra  supposer 

p*  —  x  =  2«  «2,         p2  -+-  x  =  2  S  r-, 

par  conséquent 

(71  />*  =  ««*  +  ëe!, 
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a,  S,  a,  c  désignant  des  nombres  entiers  <|tii  vérifieront  les  conditions 


(8) 

(9) 


y.z  —  n. 
2  uv  =  r. 


Il  y  a  plus  :  comme  le  produit  a£  =  n  sera  diviseur  de  p  —  i,  <>n  aura 

>' 


=  i. 


<i  par  suite  la  formule  (  7)  entraînera  les  conditions 
(10) 

auxquelles  les  facteurs  a,  6  devront  encore  satisfaire.  Enfin,  comme 
on  l'a  dit  dans  la  Note  IX,  la  loi  de  réciprocité  comprise  dans  la  for- 
mule 


(»: 


EH- 


a— 1 6— 1 


')    2 


est  applicable  au  cas  où  l'on  représente  par  oc,  ê,  non  pas  seulement 
deux  nombres  premiers  supérieurs  à  2,  mais  encore  deux  nombres 
impairs  quelconques  ;  et,  comme,  n  étant  de  la  forme  4x-+-3,  l'un  des 
facteurs  a,  6  devra  être  de  la  forme  '|X  -h  1,  il  est  clair  que,  dans  l'hy- 
pothèse admise,  la  première  des  conditions  (  10)  entraînera  la  seconde, 
et  réciproquement.  Donc  :  lorsque  n  sera  un  nombre  composé  de  la  forme 
8x4-7,  ^'équation  (  5)  c  ni  rainera  la  formule  (7),  dans  laquelle  a,  S 
devront  vérifier  les  conditions 


(12) 


[-:]=•• 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  n=  i5  =  3.5.  On  trouvera  pour  h 

h' . . . .  les  nombres 

1,    2,    /,.    8, 

dont  trois  sont  inférieurs  cl  un  seul  supérieur  a  -  -  •  On  aura  donc 

1  '  2 


i=3,         /  =  i, 


P  = 
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et  l'équation  (5),  réduite  à 

/>2  =  a--\-  l5/2, 

entrainera  la  formule 

a,  6  étant  des  entiers  assujettis  à  vérifier  les  doux  conditions 

«6  =  ,5,         [£]=,. 

Or,  de  ces  deux  conditions,  la  première  sera  vérifiée  si  Ton  prend  pour 
a,  S  les  nombres  i  et  i5  ou  3  et  5.  Mais  comme  on  a 


la  seconde  condition  nous  oblige  à  rejeter  les  nombres  3  et  5,  en  pre- 
nant pour  a,  £  les  nombres  i  et  id.  Donc,  p  étant  un  nombre  premier 
de  la  forme  iox  +  i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  forme  3ox-+-  i, 
la  considération  des  facteurs  primitifs  de  p  fournira  la  solution,  en 
nombres  entiers,  de  l'équation 

Supposons,  par  exemple,  p  =  3i.  On  trouvera  d'abord  (voir  la  Note 

précédente  )  x  =  —  i , 

3 1 2  —  r-  +  1 5 .  82  ; 
puis  on  en  conclura 

(3i  h-  i)  (3i  —  i)  =  4-  ibu-v'2, 
le  produit  uv  devant  vérifier  la  condition 


et,  comme  des  deux  nombres 

3i  —  x  —  3i  -+- 1  =  32,         3i-t-j?=:3i  —  r  —  3o, 

c'est  le  second  qui  se  trouve  divisible  par  i5,  on  aura,  dans  le  cas  pré- 
sent, 

a  =  i,        6  =  i5, 

3  r  -t- 1  =  2  m2,        3 1  —  i  =  a .  1 5 1>-, 
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On  vérifiera  effectivement  les  deux  dernières  équations,  en  prenant 

«!=4S  cs=i; 

et,  par  conséquent,  il  suffira  d'attribuer  à  u,  v  les  valeurs  numériques 
4  et  i  pour  résoudre,  en  nombres  entiers,  l'équation 

3i  =  ir  -+-  [5  (-. 

Prenons  maintenant  pourra  un  nombre  composé  de  la  forme  9X-+-  >. 
Alors  on  pourra  vérifier  en  nombres  entiers  l'équation  (4).  De  plus, 
les  deux  facteurs 

dont  la  somme  sera  !\p~  et  le  produit  4/^ —  x-—ny2,  resteront  pre- 
miers entre  eux.  si  x2,  y-  sont  des  carrés  impairs.  Donc  alors  pour 
satisfaire  à  l'équation  (4),  on  devra  supposer 

et  par  suite 

(i3)  bp*  =  *u*-h$vs, 

a,  6,  u,  v  étant  des  nombres  entiers  qui  vérifient  les  formules 

ao  =  /i,         uv  —  Y, 

avec  les  conditions  (10).  Si,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  x'1,  y- 
étaient  des  carrés  pairs,  on  pourrait,  comme  dans  le  cas  précédent, 
réduire  l'équation  (4)  à  l'équation  (5),  et  l'on  arriverait  à  la  for- 
mule (7),  qui  peut  être  censée  comprise  dans  la  formule  (i3),  de 
laquelle  on  la  déduit,  en  remplaçant  u  par  -m  et  v  par  2V.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  n  est  un  nombre  composé  de  la  forme  8x  -h  i,  l'équation  (4) 
entraîne  la  formule.  (i3),  clans  laquelle  a,  S  doivent  vérifier  les  condi- 
tions (12). 

Prenons  maintenant  pour  n  un  nombre  compose,  divisible  par  \, 
mais  non  par  8.  Alors,  on  pourra  satisfaire  en  nombres  entiers  à  l'équa- 


UG 
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tion  (6),  si  -  est  de  la  forme  4*  -t-  i  ;  et,  par  des  raisonnements  sem- 
blables à  ceux  dont  nous  venons  de  faire  usage,  on  prouvera  que  l'équa- 
tion (6)  entraîne  l'une  des  deux  formules 


('4) 
(i5) 


p'1  =  Ot  II-  -h  Sl'\ 
2/j'2  =  a«2+  ê<>2, 


a,  o  désignant  des  nombres  impairs  assujettis  à  vérifier  la  condition 

(16)  a':  =  ^' 

et  w,  v  des  quantités  entières  qui  vérifieront  l'une  des  conditions 


D'ailleurs,  le  produit 
étant  de  la  forme  4x  -f- 1 , 


4 


a,     6 


seront  tous  deux  de  cette  forme,  ou  tous  deux  de  la  forme  4x  -h  3  ;  et, 
comme  l'équation  (i4)  entraînera  les  formules  (n>),  en  vertu  des- 
quelles la  formule  (i  i)  donnera 


(17) 


q-i 6-1 
(-1)    2         2     =1, 


il  est  clair  que,  dans  l'équation  (i4).  *>  S  ne  pourront  être  tous  deux 
<le  la  forme  4x-h  3.  Ils  y  seront  donc  l'un  et  l'autre  de  la  forme  4x-h  1. 
Quant  aux  valeurs  de  a,  6,  renfermées  dans  l'équation  (i5),  elles 
devront  vérifier  les  formules 

rë"|        [2'  Tal         [9, 

(,8)  ld  =  kr     kl  =  kr 

desquelles  on  tirera,  en  les  combinant  avec  les  formules  (10)  ct(iG), 


(-9) 


-.  n 
L4     J 


(— 0  ! 


a  —  1  5  —  i 

2    . 
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et,  comme  ir,  v-  devront  être  impairs  dans  l'équation  (i5),  cette  équa- 
tion donnera  encore 

(20)  2  =  a  4-  ë         (inod.8). 

Or,  en  vertu  des  formules  (19),  (  20  ),  les  entiers 


devront  être  tous  deux  de  la  forme  8 x  4-  1,  ou  tous  deux  de  la  forme 

8x4-  5,  si  -  est  de  la  forme  8x4-  1;  et  l'un  de  la  forme  8x4-3,  l'autre 
4 

de  la  forme  8x  -h  -,  si  —  est  de  la  forme  (Sx  4-  5.  On  peut  donc  énoncer 

4 

la  proposition  suivante  : 

Lorsque  n  est  un  nombre  composé  divisible  par  l\  et  non  par  8,  l'équa- 
tion (Ci)  entraîne  ou  les  équations  (il\)  et  (16),  ou  les  équations  (i5) 
et  (iO);  a,  6  p'taw*  <7e//.r  nombres  impairs  qui  devront  être  tous  deux  de 

la  forme  8x  -+-  1 .  ou  tous  deux  de  la  forme  8  x  4-  r> ,  m  —  est  de  la  forme 

8x4-1,  et  l'un  de  la  forme  8x4-  3,  l'autre  de  la  forme  8x4-  7,  «y  rj/ 

<-/e  /«  forme  8x4-5.  Ajoutons  que  a,  ê  devront  encore  satisfaire,  si  l'équa- 
tion (\l\)  se  vérifie,  à  l'une  des  équations  (10),  et,  si  l'équation  (i5)se 
vérifie,  à  l'une  des  équations  (18). 


En  appliquant,  au  cas  où  n  est  divisible  par  8,  des  raisonnements 
semblables  à  ceux  dont  nous  venons  de  faire  usage,  on  obtiendra  la 
proposition  suivante  : 

Lorsque  n  est  un  nombre  composé,  divisible  par  8,  I  équation  (6)  en- 
traîne la  formule 

(21)  y/  =  y.«'!+2cr2. 

x,  6  étant  deux  nombres  impairs  assujettis  à  vérifier  la  condition 


(22)  a5~8' 
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avec  les  deux  suivantes 

[?]=■■   EMU- 

desquelles  on  tire,  eu  égard  à  la  formule  (i  i), 

g  — i  ë  — i         r-     -i  i  a— i  a -4-1 

(-1)    *        «    =  [M  =(— l)8     2        2 


ef,  ^ar  conséquent, 

a  —  io  —  i         i   a.  —  ia-f-1 


2  2  2  2 


(mod.2); 


oa,  ce  qui  revient  au  même, 

(24)  (a  —  i)(a — 2ë  +  3)=o         (mod.16). 

En  vertu  des  diverses  propositions  que  nous  venons  d'établir,  l'ex- 
posant jjt.  de  la  puissance  de  p  renfermée  dans  l'équation  (4),  (5) 
ou  (6),  peut  être  réduit,  lorsque  n  est  un  nombre  composé,  à  l'expo- 
sant -•  Ce  dernier  exposant,  s'il  est  pair,  pourra  souvent  lui-même  être 
réduit  à  y;  et  cette  nouvelle  réduction  sera  particulièrement  applicable 

aux  formules  (7),  (i3),  (i4),  (2I)>  s'  dans  ces  formules,  a  se  réduit 
à  l'unité. 

Pour  vérifier  cette  dernière  observation  sur  un  exemple,  supposons 

n  =  68  =  4  •  1 7  • 

Alors,  parmi  les  entiers  inférieurs  à  17,  et  premiers  à  68,  ceux  qui 
feront  partie  du  premier  groupe,  savoir 

1,     3,     7,    9,     11,     i3, 

seront  au  nombre  de  6,  et  ceux  qui  feront  partie  du  second  groupe, 

savoir 

5,     i5, 

seront  au  nombre  de  deux.  On  aura  donc  par  suite 

-  —  6  L—  —  f'~~-^'  —  6  —    —  lï 

2  2  a 


NOTE  XI\.  U9 

et  l'on  pourra,  on  supposant  que^o,  divisé  par  G8,  donne  l'unité  pour 
reste,  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

/y  —  ^+i-yK 

Or,  celle-ci  entraînera  l'une  des  formules 

p*  =  «24-  17^*,         2/?2  =  u2  +  17  v7, 

dont  la  première  à  son  tour  entraînera  l'une  des  suivantes 
p  =  s2-+-  \-Cl,         2 p  —  s* -{- 17 1*, 

s,  t  désignant  encore  des  nombres  entiers.  Effectivement  on  sait  que 
tout  nombre  premier  de  la  forme  68  x  H-  1  peut  être  représenté  par  l'une 

des  formules 

y-  +  iyz  +  \%z*=  (y  +  z)°-  +  1-  z\ 

.      (2r-+-s)2+i--5 
2v!  +  î/;  +  9;!=  — s - 


POST-SCRIPTUM. 

La  note  placée  au  bas  de  la  page  179,  et  relative  à  la  loi  de  réciprocité  qui 
existe  entre  deux  nombres  premiers,  se  réduit  à  cette  observation  très  simple, 
que  la  démonstration  empruntée  par  M.  Legendre  à  SI.  Jacobi  ne  paraît  pas 
avoir  été  publiée  par  l'un  on  l'autre  de  ces  deux  géomètres  avant  i83o.  Je  suis 
loin  de  vouloir  en  conclure  que  celte  démonstration  n'ait  pu  être  découverte 
par  M.  Jacobi  à  une  époque  antérieure.  Dans  le  Mémoire  de  1827,  intitulé  : 
De  residuis  cubicis  commentatio  numerosa,  M.  Jacobi,  avant  d'énoncer  les 
théorèmes  relatifs  à  la  résolution  des  équations  indéterminées  4/>  =  -^2  -t-  27/s, 
p  —  x2+  7  y2,  dit  expressément  :  In  fontem  uberrimum  indici,  e  r/tio  in  ter 
alia  et  demanare  sequentia  theoremala  vidi.  La  source  féconde  dont  M.  Jacobi 
parle  dans  ce  passage  est,  comme  lui-même  me  l'a  déclaré  depuis  (voir,  dans 
le  Bulletin  des  Sciences  de  M.  de  Ferussac,  le  Mémoire  de  septembre  1829), 
la  considération  des  propriétés  dont  jouissent  les  racines  de  l'équation  auxi- 
liaire, qui  sert  à  la  résolution  d'une  équation  binôme,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  les  fonctions  ci-dessus  désignées  0/,,  Qk,  ....  Quelques-unes  de  ces 

OF.uvres  de  C.  —  S.  1,  t.  III.  ■>' 
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propriétés  avaient  déjà  conduit  M.  Gauss  aux  importants  résultats  que  con- 
tiennent les  dernières  pages  de  ses  Disquisitiones  arithmeticœ,  et  à  son 
théorème  sur  la  résolution  de  l'équation  />  =  .r2  +  j2.  Ainsi,  les  recherches  de 
M.  Jacobi  sur  les  formes  quadratiques  des  nombres  premiers,  et  l'on  doit  en 
dire  autant  des  miennes,  peuvent  être  considérées  comme  offrant  de  nou- 
veaux développements  de  la  belle  théorie  exposée  par  M.  Gauss.  J'ajouterai 
que,  les  propriétés  des  fondions  de  la  forme  0/4  étant  supposées  connues,  il 
devient  très  facile  d'obtenir  la  démonstration  ci-dessus  rappelée.  Il  est  donc 
tout  naturel  qu'à  une  époque  renfermée  entre  1827  et  i83o,  M.  Jacobi  ait 
trouvé  celte  démonstration  et  l'ait  communiquée  verbalement  ou  par  écrit  à 
M.  Legendre.  Mais  quelle  est  la  date  précise  de  cette  communication?  C'est 
un  point  sur  lequel  je  n'ai  aucun  renseignement,  et  je  m'en  rapporterai  au 
témoignage  de  l'illustre  géomètre  de  Kœnigsberg. 
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